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Introduzione
L'universo è il teatro di fenomeni insoliti ed aﬀascinanti, molti dei quali possono generare
un'enorme quantità di energia. Dai buchi neri supermassici, alle nuvole di gas caldi, alle stelle di
neutroni: questi sono solo alcuni esempi di eventi straordinari che generano radiazioni di raggi
gamma, ovvero la più energetica tipologia di radiazione esistente, miliardi di volte più grande di
qualunque tipo di radiazione visibile all'occhio umano.
Ma qual è il motivo di tanta energia emessa? Quali sono le reazioni ﬁsiche che avvengono all'interno
o in prossimità di questi fenomeni? E come poter studiare questi oggetti così ricchi di energia, in
modo da poter comprendere più dettagliatamente quelle che sono state le origini dell'universo e
la sua formazione?
Fermi, o più formalmente GLAST, è un telescopio apposito per la rilevazione di fotoni gamma
che sta aprendo le porte verso una maggiore conoscenza di questi fenomeni per dare una risposta
alle nostre domande. Con questo strumento, molti ﬁsici sono in grado infatti di studiare particelle
subatomiche con una quantità di energia molto più elevata di quelle generate negli acceleratori di
particelle.
Allo stesso modo, i cosmologi stanno riuscendo, attraverso i dati raccolti da questo telescopio, ad
ottenere informazioni molto importanti circa l'inizio e l'evoluzione primordiale dell'universo.
Per questo unico obiettivo, di interesse per i gruppi di ricerca di tutto il mondo, la NASA ha
collaborato con il Dipartimento dell'Energia degli Stati Uniti d'America e con diverse istituzioni
in Francia, Germania, Giappone, Italia e Svezia. Fermi è stato lanciato in orbita in data 11 Giugno
2008, alle ore 12:05 EDT.
La rilevazione di sorgenti luminose combina tecniche statistiche e astroﬁsiche per individuare
da un insieme di particelle la posizione dei corpi celesti nello spazio.
L'approccio classico prevede la segmentazione dell'immagine in tanti piccoli sottogruppi, a ciascu-
no dei quali viene applicato un test di ipotesi parametrico per valutare la presenza di un segnale
al suo interno.
Questo elaborato ha come ﬁne l'analisi dei dati raccolti dalla componente LAT del telescopio Fer-
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mi attraverso l'applicazione di un metodo che analizzi direttamente l'intera mappa senza eseguire
alcun tipo di frammentazione, e che simultaneamente identiﬁchi il numero di sorgenti e la loro
posizione.
Il capitolo 2 tratterà la speciﬁcazione di un modello statistico bayesiano contenente le informazioni
circa le coordinate di ciascuna sorgente, la sua intensità e la variabilità relativa alla contamina-
zione di fondo.
Nel capitolo 3 verrà invece speciﬁcato un metodo in grado di simulare i valori dalle distribuzio-
ni a posteriori dei parametri quando a variare è anche la dimensione dello spazio parametrico:
in questo modo, sarà possibile valutare contemporaneamente diverse numerosità ed ottenere, da
quella che più riscontra maggiore evidenza empirica, le informazioni circa i parametri di interesse
nell'analisi.
Il capitolo 4 tratterà l'applicazione della metodologia discussa a due insiemi simulati e ai dati
Fermi LAT, per valutarne le capacità di adattamento e i limiti.
Capitolo 1
Il problema astrofisico
1.1 Il telescopio Fermi, le sorgenti gamma e lo spazio extra-galattico
Fermi è un telescopio spaziale concepito per la rilevazione e lo studio della radiazione elettro-
magnetica generata da corpi celesti in una banda di energia compresa fra 8 keV ed oltre 300 GeV.
L'osservatorio del telescopio è composto da due strumenti:
• il Large Area Telescope (LAT) è la componente atta a rilevare radiazioni nella banda da 20
MeV ad energie superiori a 300 GeV, con picchi massimi ﬁno a 2 TeV, e raccoglie i dati
utilizzati in questo studio;
• il Gamma-ray Burst Monitor (GBM) per lo studio di energie più basse, nella fascia tra 8
keV e 40 MeV.
Lo strumento orbita intorno alla Terra con una frequenza di circa due volte ogni tre ore: questo
movimento consente di ottenere un'esposizione uniforme del cielo, permettendo al telescopio di
registrare una grossa quantità di informazioni circa le sorgenti.
Una sorgente è un corpo celeste che, per diverse ragioni, emette radiazioni; tra le principali classi
note in letteratura vi sono le AGNs, Active Galactic Nuclei, e gruppi di sorgenti come: Resti di
Supernova (SNRs), Nebulose di Pulsar (PWNs) o sistemi binari.
Oltre alle sorgenti, vi è la necessità di tenere conto della presenza di una componente di base non
trascurabile nota come emissione diﬀusa di raggi gamma, dovuta principalmente all'interazione
di raggi cosmici con addensamenti di gas o campi di radiazione. Questi elementi fungono infatti
da catalizzatore, accumulando raggi ed emanando energia come se fossero una sorgente luminosa.
L'altra non meno importante è una componente residua sull'intero cielo osservato, caratterizzata
da una distribuzione isotropica nello spazio, nota in letteratura come background extra-galattico
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Figura 1.1: Immagine ricostruita dai dati Fermi LAT da un insieme di osservazioni di raggi gamma con
un'energia minima di 1 GeV. Il tempo di osservazione complessivo è stato di 60 mesi. (fonte:
http://fermi.gsfc.nasa.gov/)
di raggi gamma (EGB).
L'emissione diﬀusa di raggi gamma e il background extra-galattico di raggi gamma formano in-
sieme la componente Isotropic Diﬀuse Gamma-Ray Background (IGRB).
Il telescopio riesce ad immagazzinare informazioni circa le sorgenti galattiche ed extra-galattiche.
Per comprendere la diﬀerenza fra le due classi, possiamo osservare la mappa riportata in ﬁgura
1.1, ricostruita da un insieme di dati raccolto in 60 mesi di osservazioni attraverso raggi gamma
con un'energia minima di 1 GeV.
L'immagine evidenzia una chiara banda luminosa al centro della mappa, che rappresenta l'emis-
sione diﬀusa proveniente dal piano della nostra galassia, la Via Lattea; questa parte è nota come
piano galattico.
Allontanadosi verso le estremità secondo la latitudine, e quindi sul piano verticare, entriamo in
quello che in letteratura è noto come spazio extra-galattico; l'analisi svolta in questo elaborato è
stata sviluppata su un insieme di dati provenienti da questa regione di cielo ed è atta ad indivi-
duare le sorgenti luminose in esso contenute.
Tra le sorgenti extra-galattiche note in letteratura vi sono Active Galactic Nuclei (AGNs) e i
Gamma Ray Bursts (GRBs). I primi sono le sorgenti di radiazione elettromagnetica pìù luminose
che coprono l'intero spettro elettromagnetico. Sono oggetti compatti, localizzati al centro di una
galassia e caratterizzati da una luminosità superiore, concentrata in un piccolo volume, rispetto
la galassia ospite. I secondi invece sono esplosioni ad altissima energia. Sono classiﬁcati come il
fenomeno più energetico noto ﬁno ad ora nell'universo.
Sono fenomeni molto frequenti, con una durata che varia dall'ordine dei millisecondi ai minuti; la
loro distribuzione nell'universo è inoltre isotropica, ovvero totalmente casuale ed imprevedibile.
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Secondo le teorie astronomiche più recenti, questi lampi sono dovuti principalmente all'accumulo
di materia su un buco nero.
Nel seguito, discuteremo delle variabili relative ai fotoni osservati dal telescopio Fermi, con
particolare riferimento alle loro caratteristiche e alle operazioni di pre-analisi svolte.
1.2 I dati Fermi LAT
Il telescopio Fermi, ed in particolare la sua componente LAT, rilevano fotoni, ovvero particelle
prive di massa che compongono le onde elettromagnetiche.
La procedura con la quale si determina la presenza di nuove sorgenti luminose è basata sull'analisi
di queste particelle, ed in particolare sulla loro energia emessa e sulla loro posizione nello spazio.
1.2.1 Le variabili
La prima coppia di variabili a cui siamo interessati, che verrà utilizzata nelle fasi successive
per lo sviluppo di un modello statistico, racchiude le informazioni circa la posizione dei fotoni
rilevati.
Esistono diversi metodi con i quali è possibile identiﬁcare la posizione di un oggetto nel cielo. Il
concetto più intuitivo riguarda il fatto che l'osservare due corpi celesti ad una breve distanza l'uno
dall'altro non è garanzia di vicinanza.
Quando infatti osserviamo il cielo dalla Terra in una notte stellata, possiamo osservare i corpi
celesti come tante luci di diversa intensità tutte alla stessa distanza, come se fossero appese ad
un soﬃtto; la verità è che questi corpi distano fra loro centinaia, migliaia o addirittura milioni di
anni luce.
L'osservazione di un cielo viene ridotta quindi ad una bidimensionalità, in quanto viene a mancare
la terza dimensione, la profondità. Uno dei sistemi più comuni con cui si identiﬁcano gli oggetti
in una mappa stellare è basato sulle coordinate galattiche, ovvero coordinate celesti basate sulla
longitudine e sulla latitudine, allineate con il centro della Via Lattea.
Rispetto ad un asse cartesiano, la latitudine corrisponde all'ordinata e ha un valore compreso fra
−90◦ e 90◦, con centro nell'equatore galattico, posto a valore 0. La longitudine ricopre invece il
ruolo dell'ascissa, con valore compreso fra 0◦ e 360◦.
La coppia di valori (0, 0) corrisponde al centro della Via Lattea; il grado 180 di longitudine corri-
sponde all'anticentro galattico, ovvero il punto opposto al centro della nostra galassia rispetto alla
nostra posizione. Il sistema di coordinate galattiche divide il piano galattico in quattro quadranti:
• il primo, nell'intervallo 0◦ − 90◦, comprende le costellazioni del Sagittario e del Cigno;
• il secondo, tra 90◦ e 180◦, comprende il Cigno e Auriga;
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Figura 1.2: Istogramma della variabile energia su un campione dell'insieme di dati Fermi LAT relativo allo
spazio extra-galattico. Il graﬁco è stato troncato a 250 mila MeV (250 GeV ), ma sono presenti
nell'insieme di dati fotoni con un'energia ﬁno a 1 TeV in quantità estremamente piccole.
• il terzo, nell'intervallo 180◦ − 270◦, è fra il Toro e Vele;
• il quarto, tra 270◦ e 0◦, parte da Carena e si chiude con il ritorno a Sagittario.
Esiste un'altra variante delle coordinate celesti note come coordinate equatoriali, ma per questa
analisi sono state prese in considerazione solamente le coodinate galattiche.
Un'altra variabile riportata nell'insieme di dati Fermi Lat è quella relativa all'energia, misurata
in MeV (Mega elettronVolt).
Il valore minimo osservato è di 10000MeV, ovvero 10GeV, come già è stato detto precedentemente,
ed il massimo è 998969,1 MeV, quindi quasi 1 TeV.
Lo spettro di una sorgente luminosa sarà quindi ricostruibile partendo dall'energia rilevata da
tutti i fotoni provenienti da essa.
In ﬁgura 1.2 viene riportato l'istogramma della variabile energia sui fotoni appartenenti allo spazio
extra-galattico, dal quale si nota che solo una piccola quantità ha un valore di energia superiore
ai 100 GeV ; questo ci porta a comprendere che la gran parte dell'informazione rilevata deriva da
un rumore di fondo presente alla base dei dati analizzati.
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Figura 1.3: Graﬁco a dispersione dei fotoni selezionati alla ﬁne delle operazioni di pre-analisi.
1.2.2 Operazioni di pre-analisi
L'insieme di dati originale è composto da 704902 fotoni.
La variabile longitudine assume valori nell'intervallo [0◦, 360◦], ma è di nostro interesse trasformare
queste coordinate in [−180◦, 180◦] in modo da avere il centro della Via Lattea al centro della
mappa.
Sia quindi A = {(x, y) ∈ X : 180 ≤ x ≤ 360}, ovvero l'insieme di tutti i fotoni raccolti con valore
di longitudine maggiore di 180: il nuovo insieme di dati è scrivibile come X˜ = A˜ ∪ A, dove A˜ è
l'insieme di tutti i fotoni in A la cui longitudine è stata scalata di 180, mentre A è l'insieme di
particelle in A con longitudine < 180.
Successivamente sono stati eliminate dall'insieme di dati tutti quei fotoni con valore della variabile
PSF Type pari a 0; questa variabile, che assume valori {0, 1, 2, 3}, è un indice della precisione della
stima della posizione del fotone: un valore pari a 0 indica una grande incertezza legata alla sua
posizione in coordinate galattiche, mentre 3 indica una forte accuratezza nella rilevazione. Sembra
quindi lecito eliminare quelle osservazioni con un alto grado di imprecisione.
La fase successiva è stata quella di escludere tutti quei fotoni appartenenti al piano galattico,
ovvero inclusi nella fascia centrale della mappa e prossimi alla banda luminosa che identiﬁca
il segnale proveniente dalla Via Lattea. In particolare, sono state scartate su indicazione degli
astroﬁsici tutte quelle particelle con un valore di latitudine galattica < |10◦|.
Il graﬁco a dispersione ﬁnale dei fotoni mantenuti è riportato in ﬁgura 1.3.
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1.3 La statistica nella rilevazione di sorgenti luminose
La rilevazione di sorgenti luminose è un problema che coinvolge astroﬁsici e cosmologi, e
consiste nell'individuare, da un insieme di dati relativo alle osservazioni di un telescopio, i punti
che generano segnale luminoso all'interno di un background.
Tipicamente un'analisi di questo tipo prende vita da una mappa stellare, o in generale da immagini
astroﬁsiche, caratterizzate principalmente da un'imprecisione dovuta allo strumento e da una
contaminazione di fondo diﬀusa su tutta la mappa.
Il ruolo della statistica in questo contesto diviene quindi quello di identiﬁcare, partendo da un
insieme di dati cosmici, la posizione nello spazio delle sorgenti luminose, discriminando tale segnale
da quelli di confondimento appena descritti.
Gli approcci statistici tradizionali prevedono l'applicazione di un sistema di ﬁltraggio ai dati: a
partire da un'immagine d(x), è possibile ottenere
d(x) = s(x) + b(x) + n(x), (1.1)
dove s(x) è un segnale, b(x) è la contaminazione di fondo diﬀusa, e n(x) è l'errore dovuto allo
strumento.
Alla base di questi processi vi sono di solito aspetti matematici quali le trasformazioni di Fourier,
che non sempre però sono in grado di adattarsi ai diversi scenari che si presentano in ogni analisi,
specialmente quado le caratteristiche statistiche del rumore di fondo sono molteplici e non gaus-
siane.
Gli approcci statistici più rilevanti in letteratura propongono la stima di un modello parametrico
sulla mappa di dati di interesse; questo modello è deﬁnito da un insieme di parametri Θ, con-
tenente le informazioni circa la posizione delle fonti luminose di interesse: l'obiettivo è quello di
individuare una stima delle coordinate spaziali di tali sorgenti.
Si tratta a tutti gli eﬀetti di un problema di statistica inferenziale, e nello speciﬁco si parla di
apprendimento non supervisionato, in quanto i dati utilizzati non sono già stati classiﬁcati in un
gruppo in base alla loro provenienza, ma devono essere allocati automaticamente dall'algoritmo
senza alcun tipo di informazione pregressa. In particolare, i dati utilizzati in questa analisi sono
fotoni, di cui è impossibile conoscere l'esatta provenienza.
L'approccio statistico più desiderabile prevede un'analisi di tutti i dati della mappa che individui
e stimi simultaneamente le informazioni relative ad ogni singola sorgente; il metodo diviene ancora
più complesso quando non viene deﬁnito a priori il numero di gruppi da intentiﬁcare alla base
dell'immagine. Questo porta ad un'ulteriore complicazione dell'algoritmo e un aumento dei tempi
computazionali.
La letteratura prevede quindi una sempliﬁcazione di questi metodi attraverso un approccio "del-
l'uomo povero" (poor's man approach), in cui il numero di sorgenti del modello non è più variabile,
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ma viene preso come costante e ﬁssato; spesso infatti risulta meno elaborioso utilizzare una serie
di modelli a dimensione ﬁssa piuttosto che uno a dimensione non nota, e quindi da stimare.
Un caso molto speciale in questa classe di metodi è quello del modello a sorgente singola, in cui
la numerosità di gruppi alla base viene ﬁssata pari ad 1. Sia chiaro ﬁn da subito che questo non
signiﬁca ritenere che vi sia una sola sorgente che giace all'interno di questa mappa: questo metodo
sfrutta infatti la ﬂessibilità dei modelli statistici per identiﬁcare dei massimi locali di una distri-
buzione, che nella fattispecie indicano la presenza di un segnale.
Si giunge quindi ad analizzare ciascun massimo attraverso un test di ipotesi; in particolare, data
una regione S all'interno della mappa, viene valutato il sistema di ipotesi
H0 = Non vi è alcuna sorgente con centro nella regione S
H1 = Vi è una sorgente con centro nella regione S.
(1.2)
Esistono anche numerose varianti, tra cui l'applicazione del test sopra descritto non più ad un'area
della mappa, ma ad un singolo pixel; tale approccio è noto in letteratura come pixel-by-pixel, ed
è molto usato sia in ambito frequentista che in ambito bayesiano.
La procedura statistica attualmente utilizzata per l'analisi dei dati Fermi LAT prende spunto da
quanto proposto in Mattox et al.(1995), in cui una regione S della mappa viene segmentata in
pixel quadrati di 0, 5◦.
Partendo dall'assunzione parametrica secondo cui il conteggio di fotoni in un pixel nij è distribuito
come
nij ∼ Poisson(θij), (1.3)
il valore atteso θij viene regredito in funzione dell'energia delle particelle rilevate e del valore
assunto dalla funzione Point Spread Funtion (di cui si discuterà nel prossimo capitolo) in ciascun
pixel, che rappresenta il metodo con cui un fotone proveniente dalla sorgente si disperde dello
spazio.
Viene costruito un test di ipotesi basato sul rapporto di verosimiglianza per valutare la signiﬁca-
tività dei parametri di regressione e da questo si giunge a conclusioni circa la presenza o meno di
un corpo celeste nella regione S.
Capitolo 2
Il modello statistico
In questo capitolo, aﬀronteremo la costruzione di un modello statistico in grado di rappresen-
tare la dispersione delle particelle nello spazio e da queste trarre informazioni circa la posizione
delle sorgenti luminose che le hanno generate.
Come è già stato discusso nel capitolo precedente, la tecnica di analisi che verrà utilizzata non
prevede una procedura di pixelizzazione, ovvero una segmentazione in tante piccole sottounità
dell'immagine catturata, ma si baserà su un'analisi congiunta dell'intera mappa attraverso un
modello statistico ﬂessibile.
L'obiettivo principale è quello di teorizzare un opportuno metodo per l'analisi dei dati Fermi LAT,
ponendo particolare attenzione alla complessità dei dati analizzati e alle soluzioni adottate per
estendere i modelli già presenti in letteratura ad un problema complesso come questo.
2.1 La mistura
Un ragionevole approccio statistico al problema qui discusso, che trova una larga diﬀusione in
letteratura, è quello basato sulla modellazione dei dati tramite mistura.
In particolare, sia y = (y1, . . . , yn) un campione di n osservazioni provenienti da una combinazione
lineare di k variabili aleatorie, ciascuna con la propria funzione di densità parametrizzata da un
opportuno vettore di parametri; più formalmente, per ogni componente j = 1, . . . , k si può deﬁnire
una funzione di densità fj(yi|θj), dove θj è il vettore di parametri speciﬁco per la componente
j-esima. Il modello ﬁnale, valutato per una singola osservazione yi, è esprimibile come
p(yi|θ, ω) =
k∑
j=1
ωjfj(yi|θj), (2.1)
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dove ω = (ω1, . . . , ωk) è una distribuzione, ovvero un vettore di probabilità a somma unitaria.
Dalla formulazione del modello appena riportata si evince chiaramente che non è noto da quale
delle k componenti della mistura proviene ciascuna osservazione.
Ad ogni unità del campione yi viene quindi associata una variabile aleatoria Zi con supporto
{1, . . . , k} tale per cui
Yi|Zi = j ∼ fj(yi|θj). (2.2)
Z è una variabile aleatoria a valori non osservati e indica da quale delle k distribuzioni l'elemento
iesimo del campione è stato generato.
La distribuzione di probabilità di Z è tale che
P(Zi = j) = ωj . (2.3)
L'approccio più classico in letteratura prevede che le k componenti abbiano tutte la stessa distri-
buzione di probabilità, e che siano quindi tra di loro diﬀerenti soltanto per il valore dei parametri;
la formulazione precedentemente riportata permette però di estendere il concetto ad una combi-
nazione lineare di distribuzioni con funzione di densità diverse.
E' possibile inoltre aumentare ulteriormente la complessità del modello assumendo non noto il
numero di componenti della mistura: in tal caso, k diventa anch'esso un valore su cui si vuole fare
inferenza.
Partendo da quanto detto ﬁno ad ora, possiamo sfruttare la metodologia del modello mistura
per costruire un modello statistico adeguato per analizzare i dati Fermi LAT.
Sia {(x1, y1), . . . , (xn, yn)} un campione di fotoni per i quali sono stati rilevati rispettivamente i
valori di longitudine e latitudine galattica; ciascuna osservazione può essere stata generata o da
una delle k sorgenti alla base della regione di cielo considerata, con k valore ﬁnito e non noto,
oppure da quello che in letteratura viene identiﬁcato come rumore di fondo (o background signal).
Sembra più che ragionevole allora fare uso di un modello mistura per identiﬁcare, tramite un'analisi
spaziale della dispersione dei fotoni, il numero di sorgenti alla base della mappa, la loro posizione
nello spazio e la proporzione di fotoni provenienti da ciascuna.
In particolare, se un generico fotone con valori di coordinate (xi, yi) proveniente da una sorgente
j, la sua distribuzione sarà centrata in un vettore di due parametri che indicano le coordinate
in cui quella sorgente si trova; nel caso invece in cui il fotone provenga dal rumore di fondo, la
distribuzione di probabilità sarà completamente diversa.
Quanto detto ﬁn'ora ci spinge quindi a considerare un modello mistura con un numero ﬁnito e
non noto di componenti che tenga conto anche del segnale proveniente dal rumore di fondo. La
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formulazione della funzione di densità di tale modello è
p(Xi, Yi|θ0, . . . , θk, ω, k) = ω0fback(xi, yi|θ0) +
k∑
j=1
ωjfj(xi, yi|θj). (2.4)
L'obiettivo dell'analisi è quello di fare inferenza su:
• il numero k di sorgenti;
• il vettore di parametri che identiﬁca ciascuna componente θj ;
• il vettore dei pesi della mistura ω, che può essere interpretato come la percentuale di fotoni
provenienti da ciascuna componente.
Quando ci si muove nel contesto bayesiano, i parametri su cui si ha interesse a fare inferenza
hanno anch'essi una distribuzione, che in letteratura è nota come distribuzione a priori. Nel nostro
caso, è possibile speciﬁcare una distribuzione a priori congiunta per (k, θ, ω) del tipo
p(k, θ, ω) = p(k) p(ω|k) p(θ|ω, k) (2.5)
che mostra chiaramente come sia i parametri θ che i pesi ω dipendano dal numero di componenti
della mistura. Senza alcuna perdita di generalità, è possibile imporre un'indipendenza condizionata
fra θ e ω in modo tale che
p(k, θ, ω) = p(k) p(ω|k) p(θ|k). (2.6)
La distribuzione congiunta di tutte le variabili e dei dati può inﬁne essere scritta come
p(k, θ, ω, x, y) = p(k) p(ω|k) p(θ|k) p(x, y|k, θ, ω), (2.7)
dove la quantità p(x, y|k, θ, ω) è la funzione di densità del campione dato il valore dei parametri,
e corrisponde alla funzione di verosimiglianza.
Nei successivi paragraﬁ, sceglieremo le opportune distribuzioni dei dati e dei parametri per co-
struire un modello statistico adeguato per i dati Fermi LAT.
2.2 Funzione di Verosimiglianza
Dato un campione di n osservazioni y1, . . . , yn indipendenti e generati da una variabile alea-
toria Y con funzione di densità fY (y; θ), si deﬁnisce funzione di verosimiglianza la quantità
fY (y1, . . . , yn; θ), ovvero la funzione di densità congiunta del campione osservato.
Partendo quindi da un campione di n osservazioni generate da un modello statistico con una certa
funzione di densità parametrizzata da un parametro θ, il cui valore non è noto, la verosimiglianza
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è quella funzione che permette di identiﬁcare il valore di θ che rende il campione osservato il più
plausibile.
Per poter fare inferenza su un parametro, è necessario quindi speciﬁcare almeno la distribuzione
aleatoria del fenomeno analizzato; nel caso di un modello mistura, le componenti che entrano in
gioco sono molteplici e pertanto è necessario fare un'assunzione distributiva su ciascuna di esse.
Ragioniamo ora sul modello che siamo interessati a costruire: ciascuna componente identiﬁcata
dalla mistura è un processo che ha rilasciato particelle.
Vi sono due categorie di processi: le sorgenti luminose e il rumore di fondo, pertanto basterà
speciﬁcare un'opportuna funzione di densità per queste due tipologie di classi per deﬁnire la di-
stribuzione di tutte le componenti della mistura.
Le k sorgenti avranno infatti tutte la stessa distribuzione di densità e diﬀeriranno tra di loro per
il valore assunto dai parametri.
2.2.1 Modellare i fotoni provenienti dalle sorgenti: la Point Spread Function
Occupiamoci prima di tutto di deﬁnire la funzione di densità per quelle osservazioni che pro-
vengono da una delle k sorgenti nello spazio extra-galattico considerato.
E' intuitivo pensare che, dato un fotone i con coordinate (xi, yi), la probabilità che esso provenga
da una sorgente j con vettore di coordinate µj = (µjx, µjy) aumenta al diminuire della quantità
||xi − µx, yi − µy||, ovvero al diminuire della distanza del punto da tale sorgente. In altre parole,
è molto probabile che un fotone generato da una sorgente galattica venga rilevato in una coppia
di coordinate vicine al suo centro, e con sempre minore probabilità che esso venga rilevato in una
coppia di coordinate molto distanti dal centro della sorgente.
In letteratura è presente una classe di distribuzioni note come Point Spread Function, ovvero fun-
zione di diﬀusione del punto, con le caratteristiche appena elencate. A causa degli innumerevoli
campi in cui il concetto di PSF è utilizzato, sono presenti diverse versioni; il progetto Fermi fa
uso della densità tabulata in King (1971), che ha la seguente formulazione:
f(d) =
C
(1 + (d/d0)2)η
, (2.8)
dove
d(x, y;w, µ) =
√
(zx cosw + zy sinw)2 + (zx sinw + zy cosw)2/(1− ε)2 (2.9)
con zx = x− µx e zy = y − µy.
Le quantità elencate sono state impostate ai seguenti valori, in accordo con quanto riportato in
Jones et al. (2015): il raggio dal centro (core radius) è pari d0 = 0.6 arcsec, la legge di potenza
(power-law slope) a η = 1.5, l'ellitticità (ellipticity) ε = 0.00574 e l'angolo fuori asse (oﬀ-axis
angle) w = 0 arcmin. Fissati questi parametri, C è una costante di normalizzazione tale per cui f
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Figura 2.1: Densità della distribuzione PSF di King (sinistra) e curva di densità (destra).
è una funzione di densità; il valore di C calcolato via Monte Carlo in questo caso è pari a 0.4425.
Il graﬁco 2.1 mostra la densità di King centrata in (0, 0) e con i valori dei parametri sopra riportati.
In deﬁnitiva, data una coppia di coordinate relative ad un singolo fotone, la densità di probabilità
congiunta di tali coordinate, condizionatamente al fatto che il fotone considerato proviene da una
sorgente j, è una Point Spread Function centrata nel vettore di parametri µj :
(X,Y )|Z = j ∼ PSF (µj) (2.10)
2.2.2 Modellare i fotoni provenienti dal rumore di fondo
E' di nostro interesse ora deﬁnire qual è la densità di probabilità che determina la dispersione
di un fotone nello spazio quando esso non proviene da una speciﬁca sorgente luminosa.
Il rumore di fondo è intuitivamente un segnale di base, un insieme di fenomeni astroﬁsici che
fungono da catalizzatori in grado di accumulare fotoni e di emettere quindi energia.
Il concetto di base legato a questa tipologia di fenomeni sta nel fatto che essi, a diﬀerenza delle
sorgenti, non producono particelle: al loro interno non avviene nessuna reazione ﬁsica in grado
di liberare raggi cosmici. Non vi è quindi alcuna ragione per pensare che un fotone proveniente
dal rumore di fondo abbia più probabilità di trovarsi in un punto piuttosto che in un altro, in
quanto essenzialmente non vi è un vero e proprio fenomeno di base che emette tali particelle; in
un qualunque punto casuale della porzione di cielo considerata si potrebbe veriﬁcare un accumulo
di raggi gamma che verrebbe rilevato dal telescopio.
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Figura 2.2: Istrogramma dei conteggi relativi alla latitudine e longitudine galattica.
Questo tipo di fenomeno ci spinge a considerare una distribuzione di probabilità completamente
diversa da quella associata alle sorgenti luminose; in particolare, in Jones et al.(2015) si presuppone
che un fotone provieniente dal rumore di fondo si possa trovare con uguale probabilità su tutta la
mappa considerata. In formule,
(X,Y )|Z = 0 ∼ Unif(xmin, xmax)× Unif(ymin, ymax) (2.11)
dove Z = 0 indica che quel fotone appartiene al rumore di fondo; i valori (xmin, xmax) e (ymin, ymax)
sono rispettivamente il minimo e il massimo valore di longitudine e latitudine osservati.
Nella pratica però non sempre questa assunzione è valida. Può capitare infatti che sia necessario
modiﬁcare la distribuzione delle particelle provenienti dal background sulla base del metodo di ri-
levazione dello strumento utilizzato per captare il segnale, che in questo caso è il telescopio Fermi.
Scendiamo un po' più nel dettaglio.
La mappa riportata in ﬁgura 1.1 mostra chiaramente una forte presenza di segnale nei valori di
latitudine [−10◦, 10◦] e in generale su tutti i valori di longitudine, con particolare rilevanza nella
fascia intorno al valore 0 a causa del buco nero al centro della galassia.
Vi sarà quindi un maggiore addensamento di fotoni nella regione appena descritta ed un graduale
decremento allontanadosi dal valore 0 di latitudine.
Per comprendere meglio il fenomeno, riportiamo anche gli istogrammi relativi alla longitudine e
alla latitudine dei fotoni raccolti; sono stati inoltre eliminati tutte le osservazioni con un valore di
latitudine racchiuso nell'intervallo [−10◦, 10◦] a causa del forte segnale racchiuso in questo inter-
vallo, che funge da confondente e non è di interesse nelle analisi.
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I graﬁci riportati in ﬁgura 2.2 confermano quanto detto ﬁn'ora: l'istrogramma relativo alla longitu-
dine mette in evidenza un picco di osservazioni dovuto al centro della galassia intorno al valore 0,
mentre il numero di fotoni con valori di latitudine intorno allo 0 è più alto rispetto a quelli lontani
dal centro. L'ipotesi di distribuzione uniforme può essere quindi subito scartata per la variabile
latitudine; al suo posto, sembra ragionevole fare uso di una distribuzione di Laplace centrata in 0
e con funzione di densità
f(y;σb) =
1
2σb
exp
{
−|y|
σb
}
, (2.12)
mentre per la longitudine si può pensare di mantenere un modello uniforme e trascurare l'infor-
mazione relativa al buco nero, specialmente se, come successivamente verrà fatto in questa analisi,
non si prende in considerazione l'intera mappa ma soltanto un suo sottoinsieme.
Possiamo quindi concludere che, per un fotone proveniente dal rumore di fondo, la distribuzione
congiunta del suo valore di latitudine e longitudine è
f(x, y;σb) =
1
2σb
exp
{
−|y|
σb
}
1
xmax − xmin1[xmin,xmax](x) (2.13)
ed è possibile scrivere che
(x, y)|Z = 0 ∼ Unif(xmin, xmax)× Laplace(σb). (2.14)
In conclusione, possiamo aﬀermare che
(X,Y )|Z = j ∼
PSF (µj) j 6= 0Unif(xmin, xmax)× Laplace(σb) j = 0 (2.15)
2.3 Distribuzioni a priori
Come già descritto precedentemente, l'approccio bayesiano all'inferenza prevede che ai para-
metri di interesse che entrano in gioco nel modello statistico vengano attribuite delle distribuzioni
di probabilità, che in letteratura sono note come distribuzioni a priori.
Qualunque parametro soggetto ad aleatorietà necessita di una distribuzione a priori. Obiettivo di
questa componente è quello di includere nel modello un'informazione slegata dai dati; essa può
derivare da una conoscenza pregressa del fenomeno analizzato o più semplicemente da un'opinione
a priori che chi svolge l'analisi si è fatto.
Questo tipo di informazione può essere inclusa speciﬁcando opportunamente le distribuzioni a
priori attraverso i rispettivi parametri, in letteratura noti come iperparametri.
Veniamo ora al nostro modello.
2.3 Distribuzioni a priori 26
2.3.1 Distribuzioni a priori per i parametri del modello e per i pesi della mistura
Sia θj l'insieme dei parametri relativi alla componente j-esima della mistura. Quando j 6= 0,
la componente j è una sorgente luminosa e i parametri ad essa legati sono le coordinate µjx e µjy
che la collocano nello spazio; quando invece j = 0 e quindi la componente analizzata è il rumore
di fondo, il parametro di scala σb della distribuzione di Laplace è l'unico a cui siamo interessati.
Dato quindi un numero k di sorgenti e il vettore di pesi della mistura ω = (ω0, . . . , ωk), l'insieme
dei parametri del modello è Θk = {θ0, . . . , θk}, con θj = {ωj , µjx, µjy} e θ0 = {ω0, σb}.
Il vettore di pesi ω ha supporto [0, 1] × [0, 1] × · · · × [0, 1] sotto il vincolo ∑kj=0 ωj = 1; questo
fattore ci spinge ad assumere che
ω ∼ Dirichlet(λ, . . . , λ), (2.16)
dove l'imposizione dei k + 1 iperparametri tutti uguali rende la distribuzione simmetrica, ovvero
non si attribuisce a priori una maggiore probabilità ad un gruppo piuttosto che ad un altro.
Per quanto riguarda i parametri relativi alle coordinate galattiche di ciascuna componente, è lecito
assumere, in accordo con il concetto di isotropia dello spazio secondo cui non vi sono aree della
mappa con una probabilità più alta di contenere una sorgente, che
µjx ∼ Unif(−180, 180)
µjy ∼ 0.5 Unif(−90,−10) + 0.5 Unif(10, 90),
(2.17)
ovvero che è ugualmente probabile identiﬁcare una sorgente in una qualsiasi coppia di coordinate
nella mappa. Da notare che alla latitudine è stata assegnata una mistura di due uniformi in quanto
non siamo interessati ad individuare sorgenti nella regione di mappa con valore di latitudine
nell'insieme [−10◦, 10◦].
Resta solo da deﬁnire la distribuzione a priori per il parametro di scala σb; essendo a valori positivi,
è lecito assumere che la distribuzione a priori sia una Gamma Inversa del tipo
σb ∼ IGamma(α, β), (2.18)
dove α è il parametro di forma e β quello di scala.
Nel capitolo successivo si discuteranno i vantaggi di assumere una distribuzione a priori gamma
inversa rispetto ad una semplice gamma.
2.3.2 Distribuzioni a priori per il numero di componenti della mistura
Nei paragraﬁ precedenti abbiamo speciﬁcato che il numero di componenti della mistura non è
deﬁnito a priori, ed è quindi anch'esso un parametro da stimare. Secondo quanto detto preceden-
temente sull'inferenza bayesiana, dobbiamo speciﬁcare ora anche una distribuzione a priori per il
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parametro k, ovvero il numero delle sorgenti valutate dal modello.
La scelta più comune in letteratura è quella di considerare distribuzioni come l'uniforme discreta
o la Poisson: nel primo caso, è necessario speciﬁcare un invervallo di variazione a priori entro il
quale si valuterà il numero di componenti, mentre nel secondo è richiesto di speciﬁcare la media
(e quindi la varianza) della distribuzione, ed è pertanto una distribuzione a priori più informativa.
Se volessimo considerare una distribuzione che unisce le proprietà di essere a supporto ﬁnito e
di mantenere allo stesso tempo una struttura informativa, potremmo pensare ad una modiﬁ-
ca della distribuzione di Poisson; in particolare, è possibile deﬁnire un intervallo di variazione
Dk = [kmin, kmax] e su questo identiﬁcare una variabile aleatoria con funzione di densità
p(k;κ, kmin, kmax) =
e−κκk
k!
∑
j /∈Dk
e−κκj
j!
−1 1[kmin,kmax](k), (2.19)
che da qui in poi richiameremo con il termine Poisson troncata, ed indicheremo con
k ∼ Poissont(κ, kmin, kmax) (2.20)
Questa distribuzione a priori risulta particolarmente utile quando si hanno informazioni a priori
sul numero minimo o massimo di gruppi che si possono individuare sui dati analizzati.
2.4 Distribuzioni a posteriori
Fino ad ora abbiamo deﬁnito il modello statistico alla base di ciascuna componente della mi-
stura e le distribuzioni a priori di tutti i parametri di interesse.
L'inferenza statistica bayesiana unisce le informazioni provenienti dal campione, che entrano in
gioco attraverso la funzione di verosimiglianza, e le informazioni a priori sui parametri per indivi-
duare una distribuzione a posteriori sfruttando il teorema di Bayes.
Sia k la variabile aleatoria che identiﬁca il numero di componenti della mistura, e Θk lo spazio
parametrico identiﬁcato da essa: la distribuzione a posteriori per i parametri (Θk, k) si ottiene
attraverso
p(Θk, k|x, y) = p(x, y|Θk, k)p(Θk, k)
p(x, y)
, (2.21)
dove
p(x, y|Θk, k) = L(Θk, k) =
n∏
i=1

k∑
j=0
ωjfj(xi, yi|θj)
 (2.22)
mentre p(x, y) è la costante di normalizzazione ottenuta marginalizzando la quantità a numeratore
rispetto ai parametri:
p(x, y) =
∑
k∈Dk
∫
DΘ
p(x, y|Θk, k)p(Θk, k)dΘk. (2.23)
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La distribuzione a posteriori non ha però una forma nota, ed è pertanto necessario fare uso di
metodi di simulazione al ﬁne di identiﬁcarne la forma.
I metodi più comuni in letteratura sono noti come Markov Chain Monte Carlo, e sfruttano le
proprietà delle catene di Markov per simulare dalla distribuzione a posteriori trovata, per poi
stimare le quantità di interesse tramite metodi Monte Carlo.
Nel nostro caso, il modello utilizzato è una mistura con un numero ﬁnito ma non noto di compo-
nenti; la dimensione dello spazio parametrico varia al variare del valore assunto da k ed è perciò
necessario tenere conto di questo fattore nelle simulazioni.
Nel capitolo successivo, tratteremo un metodo di simulazione in grado di valutare la distribuzione
a posteriori sotto diverse dimensioni dello spazio parametrico, in modo da poter ottenere una
stima a posteriori sia del numero di componenti che di tutti i parametri che entrano in gioco nel
modello.
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In questo capitolo sono stati posti i fondamenti per stimare, attraverso un metodo statistico,
il numero di sorgenti luminose e la loro posizione in coordinate galattiche alla base di una mappa
di fotoni di raggi gamma raccolti dal telescopio Fermi.
Partendo quindi da due sole variabili contententi le informazioni circa la latitudine e la longitudine
galattica registrate per ciascun fotone rilevato, abbiamo sviluppato un modello mistura bayesiano
con un numero ﬁnito e non noto di componenti; l'obiettivo è quello di ottenere:
• una stima del numero di sorgenti luminose nella porzione di cielo analizzata;
• una stima della loro posizione in coordinate galattiche;
• una stima della percentuale di fotoni provenienti da ciascuna sorgente.
Il metodo deve inoltre tenere in considerazione il fatto che parte del segnale proviene da una
contaminazione di fondo che non può essere trascurata; a tal proposito, abbiamo impostato la
mistura in modo tale che la prima componente ricalchi il segnale proveniente dal background.
Analizzando il metodo con cui il telescopio Fermi cattura i fotoni, siamo giunti a conclusione
che l'assunzione di uniformità sull'intera mappa stellare delle particelle provenienti dal rumore di
fondo, proposta in Jones et al. (2015), non è per nulla adeguata; abbiamo così scelto di complicare
il modello assumendo che tali particelle si disperdano nello spazio secondo la seguente variabile
aleatoria:
(X,Y )|Z = 0 ∼ Unif(xmin, xmax)× Laplace(σb), (2.24)
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dove Laplace(σb) indica una distribuzione di Laplace centrata in 0.
Le successive componenti della mistura vogliono invece rappresentare il segnale proveniente dalle
sorgenti luminose; una distribuzione molto comune in letteratura per modellizzare la dispersione
dei fotoni attorno ad un punto luminoso è nota come Point Spread Function, e nel caso speciﬁco
abbiamo fatto uso della variante tabulata in King (1971) e parametrizzata rispetto ad un vettore
µ = (µx, µy) che ne identiﬁca la posizione nello spazio.
Il secondo passo è stato di quello di porre delle adeguate distribuzioni a priori per i parametri, tra
cui anche il numero di componenti della mistura:
ω ∼ Dirichlet(λ, . . . , λ)
µjx ∼ Unif(−180, 180)
µjy ∼ 0.5 Unif(−90,−10) + 0.5 Unif(10, 90)
σb ∼ IGamma(α, β)
k ∼ Poissont(κ, kmin, kmax),
(2.25)
dove Poissont è una distribuzione di Poisson con supporto [kmin, kmax].
Capitolo 3
Il metodo di simulazione
In questo capitolo, faremo luce su una tecnica di simulazione nota in letteratura come Reversible
Jump Markov Chain Monte Carlo, descritta per la prima volta in Green (1995) come estensione
dei comuni metodi Markov Chain Monte Carlo quando, per diverse ragioni, la dimensione dello
spazio parametrico non è costante nelle diverse iterazioni dell'algoritmo.
Questo metodo di simulazione trova un largo utilizzo nella stima dei modelli mistura con un numero
ﬁnito e non noto di componenti come quello proposto nel capitolo precedente, proprio grazie al
fatto che la dimensione dello spazio parametrico è determinata dal numero di componenti inserite
nel modello.
3.1 Introduzione ai metodi Reversible Jump Markov Chain Monte Carlo
L'idea alla base dell'algoritmo di Metropolis-Hastings (Hastings, 1970 ) consiste nel costruire
una catena di Markov che rispetti la condizione di reversibilità. Nel caso discreto, dato un processo
di Markov con matrice di transizione P , se esiste una distribuzione pi tale per cui
piiPij = pijPji (3.1)
allora la catena di Markov è detta reversibile. Questa proprietà aﬀerma che la probabilità di partire
da uno stato i e passare da i a j è la stessa di partire da j e cadere in i; in altre parole, accade
con la stessa frequenza di passare da i a j o di tornare indietro.
Il risultato interessante che scaturisce da questa proprietà risiede nel fatto che, se la condizione di
reversibilità è rispettata, pi è una distribuzione invariante per il processo.
Quando la catena di Markov viene deﬁnita su uno spazio degli stati non numerabile, la probabilità
di transizione viene rimpiazzata da un kernel di transizione.
3.2 Implementazione del metodo: fase 1 31
La condizione di reversibilità precedente può essere riscritta secondo l'algoritmo di Metropolis-
Hastings, ovvero, per una transizione da uno stato θ a θ
′
, vale che∫
(θ,θ′ )∈A×B
pi(θ|x)q(θ, θ′)α(θ, θ′)dθdθ′ =
∫
(θ,θ′ )∈A×B
pi(θ
′ |x)q(θ′ , θ)α(θ′ , θ)dθ′dθ, (3.2)
per ciascuna coppia di insiemi A × B ⊂ Θ; pi(.|x) è inoltre la distribuzione a posteriori da cui
siamo interessati a generare i valori.
Consideriamo ora lo stato θ = (k, θk) ∈ A, proveniente da un modello Mk, e uno stato θ =
(k
′
, θ
′
k) ∈ B da un modello M
′
k: la condizione 3.2 è ancora valida, pertanto la proposta di un
cambio di dimensione dello spazio parametrico viene sottoposta nell'algoritmo al medesimo me-
todo di valutazione delle proposte per i parametri del modello, ovvero tramite una probabilità di
accettazione così deﬁnita:
α(θ, θ
′
) = min
{
1,
pi(θ
′ |x)q(θ, θ′)
pi(θ|x)q(θ′ , θ)
}
. (3.3)
Un algoritmo Reversible Jump Markov Chain Monte Carlo può essere quindi costruito in due fasi:
1. vengono proposti dei valori per θj , con j 6= 0, e z, ﬁssato un certo numero di componenti della
mistura, secondo i classici algoritmi nella classe dei metodiMCMC, qualiMetropolis-Hastings
o Gibbs sampling ;
2. si propone un possibile cambiamento dello spazio parametrico; in particolare, viene scelto
in modo casuale se aumentare il numero di gruppi, facendone nascere due nuovi da uno, o
combinarne due in un unico. Tale cambiamento verrà valutato attraverso una probabilità di
accettazione, esattamente come nell'algoritmo Metropolis-Hastings.
Nei prossimi paragraﬁ, descriveremo più dettagliatamente come costruire ciascuna delle due fasi
del metodo, entrando nello speciﬁco per il calcolo delle quantità di interesse sulla base del modello
teorizzato nel precedente capitolo.
3.2 Implementazione del metodo: fase 1
La prima fase del metodo permette di simulare i valori dalla distribuzione a posteriori dei
parametri che entrano in gioco nel modello tenendo ﬁssa la dimensione dello spazio parametrico;
essa può essere pertanto sviluppata attraverso i classici algoritmi Metropolis-Hastings o Gibbs
Sampling.
In questo stadio è previsto l'aggiornamento simultaneo di ψk = (Θk, Z), dove Θk è l'insieme dei
parametri del modello, mentre Z è la variabile latente che indica a quale componente della mistura
appartiene ciascuna osservazione. Quest'ultima variabile è di fondamentale importanza, in quanto
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la stima dei parametri appartenenti a ciascun gruppo dipenderà esclusivamente dalle osservazioni
in esso allocate, senza trarre quindi alcuna informazione dalle unità allocate in altri gruppi.
La sequenza di aggiornamento è la seguente:
1. Allocazione delle unità nei vari gruppi, aggiornando Z;
2. Aggiornamento dei pesi del modello;
3. Aggiornamento dei parametri di posizione di ciascuna componente;
4. Aggiornamento del parametro di scala del rumore di fondo.
Sia k la numerosità nota di sorgenti all'inizio di questa fase, che determina quindi k + 1 com-
ponenti della mistura, il primo dei quali rappresenta la contaminazione di fondo ed è identiﬁcato
dall'etichetta Z = 0; possiamo deﬁnire la matrice µ = (µ1, . . . , µk)
′, di dimensione k × 2, conte-
nente i parametri di posizione delle k sorgenti inserite nel modello, il vettore di pesi della mistura
ω = (ω0, . . . , ωk) e lo scalare σb, che rappresenta il parametro di scala del rumore di fondo.
La distribuzione a posteriori di questi parametri, ﬁssata la dimensione dello spazio parametrico,
può essere scritta come
p(µ, ω, σb|x, y) ∝
n∏
i=1
ω0 g(xi, yi|σb) +
k∑
j=1
ωjf(xi, yi|µj)

k∏
j=0
ωλ−1j σ
−α−1
b exp
(
− β
σb
)
. (3.4)
E' necessario inoltre comprendere ﬁn da subito la dipendeza che intercorre fra i parametri; i graﬁci
in ﬁgura 3.1 mostrano la struttura gerarchica del modello, e contemporaneamente ci permetto di
costruire con facilità le distribuzioni condizionate dei parametri partendo dalla distribuzione a
posteriori:
Z|x, y, µ, σb, ω, k
ω|Z, k
µ|x, y, Z, σb, k
σb|x, y, Z, µ, k
k|ω,Z, µ, σb
(3.5)
Questi risultati ci torneranno particolarmente utili successivamente, quando si valuteranno i
singoli aggiornamenti di ciascun parametro in ciascuna iterazione dell'algoritmo. La conoscenza
delle distribuzioni full conditional consente infatti di simulare i valori dei parametri direttamen-
te dalla distribuzione di interesse, accettando sempre il valore proposto e senza dover fare uso
dell'algoritmo di Metropolis-Hastings.
3.2 Implementazione del metodo: fase 1 33
κ klim
λβα
ylimxlim
µ
k
ω
σb Z
x, y
κ klim
λβα
ylimxlim
µ
k
ω
σb Z
x, y
Figura 3.1: A sinistra, graﬁco della gerarchia dei parametri del modello costruito. A destra, corrispettivo
graﬁco delle indipendenze condizionate.
3.2.1 Aggiornamento di Z
Il primo elemento che viene aggiornato nell'algoritmo è l'appartenenza di ciascuna unità ad
uno dei gruppi deﬁniti dalla mistura.
E' possibile svolgere questa operazione attraverso una fase di Gibbs Sampling, ma è necessario
prima di tutto individuare una distribuzione per Z condizionatamente ai valori osservati.
Sia Zi la variabile che indica da quale gruppo proviene l'osservazione iesima, di coordinate (xi, yi):
è possibile individuare una distribuzione per Z condizionata ai valori osservati del campione
attraverso il teorema di Bayes:
P(Zi = j|Xi = xi, Yi = yi) = pXY (xi, yi|Zi = j)P(Zi = j)
pXY (xi, yi)
, (3.6)
dove
• pXY (xi, yi|Zi = j) è la funzione di densità delle variabili longitudine e latitudine galattica
per una certa unità statistica del campione, condizionata al fatto che per tale osservazione
è stata deﬁnita la classe di appartenenza.
In altre parole, vale che
(Xi, Yi)|Zi = j ∼ fj(xi, yi|θj). (3.7)
• Zi è una variabile aleatoria con vettore di probabilità ω; vale quindi che
P(Zi = j) = ωj . (3.8)
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• pXY (xi, yi) è la distribuzione della variabile condizionante, ovvero la distribuzione congiunta
di (x, y) marginalizzata rispetto al valore assunto da Z; in formule,
pXY (xi, yi) =
k∑
j=0
P(Zi = j) pXY (xi, yi|Zi = j)
=
k∑
j=0
ωjfj(xi, yi|θj),
(3.9)
ovvero è la valutazione sull'intera mistura della coppia di coordinate (xi, yi). Quest'ul-
tima componente può anche essere trascurata, in quanto funge soltanto da costante di
normalizzazione.
La probabilità che un'osservazione venga assegnata ad un certo gruppo è proporzionale quindi
all'evidenza che tale osservazione assume in quel gruppo, ovvero al valore della funzione di densità
in quel punto, moltiplicata per la probabilità a priori di fare parte di quel gruppo.
Ciascuna unità verrà allocata in base al risultato di un'estrazione casuale da una variabile aleatoria
multinomiale con supporto {0, . . . , k} e con vettore di probabilità(
ω0 g(xi, yi|σb)∑k
j=0 ωjfj(xi, yi|θj)
, . . . ,
ωkf(xi, yi|µk)∑k
j=0 ωjfj(xi, yi|θj)
)
. (3.10)
3.2.2 Aggiornamento di ω
L'aggiornamento dei pesi della mistura è un'operazione molto semplice, eseguibile attraverso
il calcolo della distribuzione condizionata.
In particolare, analizzando il graﬁco a destra in ﬁgura 3.1, possiamo notare come ω dipenda
esclusivamente dalle variabili aleatorie k e Z; è possibile quindi ottenere un aggiornamento del
vettore dei pesi simulando da un'opportuna variabile aleatoria nota e a forma chiusa, che in questo
caso è ancora una distribuzione di Dirichlet :
ω|Z, k ∼ Dirichlet(λ+ n0, . . . , λ+ nk) (3.11)
dove nj = #{i : Zi = j}, ovvero il numero di unità del campione allocate nel gruppo j-esimo.
L'aggiornamento del vettore di pesi viene quindi svolto ad ogni passo con l'algoritmo Gibbs
Sampling, generando un'osservazione dalla distribuzione di Dirichlet appena riportata.
3.2.3 Aggiornamento di µ
L'aggiornamento dei parametri di posizione delle sorgenti è sicuramente la fase più complessa
dell'algoritmo.
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Il graﬁco 3.1 mostra la dipendenza dei parametri µ dai dati, dalla variabile Z e dal parame-
tro di scala del rumore di fondo, oltre naturalmente dalla dimensione dello spazio parametrico.
Dobbiamo però speciﬁcare che ciascuna componente µj è composta da due parametri, che identi-
ﬁcano rispettivamente la longitudine e la latitudine della sorgente j. La formulazione estesa delle
dipendenze diviene quindi la seguente:
µx|µy, x, y, Z, σb, k
µy|µx, x, y, Z, σb, k
(3.12)
Analizziamo ora la distribuzione a posteriori per ricavare le full conditional per µx e µy. Le
componenti della verosimiglianza in cui questi parametri entrano in gioco sono le Point Spread
Function relative alle k sorgenti inserite nel modello, alle quali vengono moltiplicate le distribuzioni
a priori dei parametri, con distribuzione uniforme sulla regione di mappa considerata.
In deﬁnitiva, la distribuzione full conditional di µjx non è altro che la funzione di verosimiglianza
delle componente j valutata in tutte le osservazioni che, nella fase di aggiornamento di Z, sono
state allocate in questo gruppo.
In formule,
p(µjx|µjy, Z, x, y, k) ∝
∏
i:Zi=j
PSF (xi, yi|µjx, µjy)1[−180,180](µjx)
p(µjy|µjx, Z, x, y, k) ∝
∏
i:Zi=j
PSF (xi, yi|µjx, µjy)1[−90,−10]∪[10,90](µjy)
(3.13)
Le distribuzioni appena individuate non hanno una forma nota, ed è perciò necessario utilizzare
una combinazione dell'algoritmo Gibbs Sampling con il Metropolis-Hastings, generando come pro-
posta, nel caso di µjx, un candidato µ˜jx da una distribuzione N(µ
t−1
jx , b) ed accettando il valore
con probabilità
α = min
{
1,
p(µ˜jx| . . . ) q(µt−1jx |µ˜jx)
p(µt−1jx | . . . ) q(µ˜jx|µt−1jx )
}
, (3.14)
dove µt−1jx è il valore del parametro al passo precedente, b è la varianza della distribuzione che
propone e ha la funzione di parametro di regolazione dell'algoritmo, mentre, dati due valori reali
m e n, q(m|n) è la densità di una distribuzione normale con media n valutata in m. Nel rapporto
sopra riportato, noto in letteratura come rapporto di Metropolis, le quantità q(·|·) a numeratore e
a denominatore si sempliﬁcano per simmetria della distribuzione normale.
In deﬁnitiva, la generazione di nuovi valori per i parametri di posizione di ciascuna sorgente richiede
2k passi: in ciascuno di essi viene calcolata la distribuzione full conditional del parametro, viene
eseguito un passo dell'algoritmo Metropolis-Hastings e viene tenuto il valore generato.
Secondo quanto quelle che sono le proprietà dell'algoritmo diMetropolis, ci possiamo aspettare che
in alcune iterazioni i valori generati resteranno inalterati, in quanto vi saranno delle proposte che
verranno riﬁutate; in casi come questi, l'algoritmo restituisce il valore generato al passo precedente.
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3.2.4 Aggiornamento di σb
L'aggiornamento del parametro di scala per la contaminazione di fondo σb segue lo stesso cri-
terio di aggiornamento visto precedentemente per i pesi della mistura, ovvero tramite generazione
di un valore dalla distribuzione full conditional.
In particolare, si può dimostrare che la distribuzione gamma inversa è coniugata naturale della
distribuzione di Laplace:
p(σb|Z, y, k) ∝
∏
i:Zi=0
1
σb
exp
{
−|yi|
σb
}(
1
σb
)α+1
exp
{
− β
σb
}
∝
(
1
σb
)n0+α+1
exp
− 1σb
 ∑
i:Zi=0
|yi|+ β
 ,
(3.15)
ottenendo quindi che
σb|Z, y, k ∼ IGamma(n0 + α,
∑
i:Zi=0
|yi|+ β), (3.16)
e pertanto, per aggiornare questo parametro, basterà generare un valore dalla distribuzione appena
riportata.
3.3 Implementazione del metodo: fase 2
Nella seconda fase di un algoritmo Reversible Jump viene proposto, valutato ed inﬁne accet-
tato o riﬁutato un cambiamento dello spazio parametrico.
Nella fattispecie, stiamo parlando di proporre un nuovo valore per k, il numero di sorgenti che
entrano in gioco nella mistura, e di valutarlo secondo lo stesso criterio con il quale vengono accet-
tate o riﬁutate le proposte nell'algoritmo Metropolis-Hastings.
Supponiamo, in un determinato passo dell'algoritmo, di essere nello stato (k,Θk) per un modello
Mk, e di proporre un salto allo stato (k
′
,Θk′ ), per un modello Mk′ di dimensione maggiore. Lo
spazio parametrico Θk conterrà k sorgenti, mentre Θk′ ne conterrà k
′
.
In particolare, se consideriamo k
′
= k + 1, lo spazio parametrico Θk′ conterrà tre elementi in
aggiunta a quelli presenti in Θk, che sono rispettivamente il peso e i parametri di posizione della
sorgente aggiuntiva.
L'idea è quindi quella di ottenere i parametri relativi al nuovo modello generando un vettore di
elementi u da una densità qp
k→k′
(u) di dimensione pk = nk′ − nk, dove nk e nk′ sono il numero di
parametri contenuto rispettivamente nei modelli Mk e Mk′ .
A questo punto, è possibile ottenere il nuovo spazio parametrico attraverso Θk′ = gk→k′ (Θk, u)
tramite una funzione gk→k′ : R
nk × Rpk → Rn′k .
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Figura 3.2: Rappresentazione degli stati e delle probabilità di transizione della catena di Markov relativa
al numero di sorgenti inserite nel modello mistura.
La valutazione del nuovo spazio parametrico avviene quindi attraverso la probabilità di accetta-
zione
α[(k,Θk), (k
′
,Θk′ )] = min
{
1,
pi(k
′
,Θk′ |x, y)q(k
′ → k)
pi(k,Θk|x, y)q(k → k′)qp
k→k′
(u)
∣∣∣∣∂gk→k′ (Θk, u)∂(Θk, u)
∣∣∣∣
}
, (3.17)
dove q(k → k′) è la probabilità di proporre un salto da k a k′ , mentre l'ultimo termine indica il
determinante della matrice Jacobiana della trasformazione inversa Θk′ → Θk.
Per quanto riguarda invece la riduzione dello spazio parametrico, ovvero il passaggio da k
′
a k, la
probabilità di accettazione è pari all'inversa della probabilità deﬁnita da k a k′:
α[(k
′
,Θk′ ), (k,Θk)] = α[(k,Θk), (k
′
,Θk′ )]
−1 (3.18)
3.3.1 Definizione delle nuove quantità e delle probabilità di transizione
Dobbiamo ora deﬁnire la funzione che precedentemente abbiamo chiamato gk→k′ e la corri-
spettiva funzione inversa.
Prima di tutto dobbiamo speciﬁcare quali possono essere i valori della proposta k˜; in generale,
partendo da uno stato k si può saltare con uguale probabilità a k + 1 o a k − 1, eccetto nel caso
in cui lo stato corrente coincida con il minimo o con il massimo numero di componenti impostato
a priori. In formule,
k˜ =

k + 1 se k = kmin
k − 1 se k = kmax
k + 1 con p = bk, k − 1 con p = dk se kmin ≤ k ≤ kmax
(3.19)
dove bk = 1− dk = 0.5.
Una rappresentazione della catena di Markov per il numero di sorgenti inserite nel modello è
rappresentata nel graﬁco 3.2.
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Consideriamo prima di tutto la riduzione di dimensione dello spazio parametrico: questa fase è
nota in letteratura come combining move, e permette di aggregare due componenti della mistura
in una, combinando opportunamente i parametri delle due di partenza.
Dobbiamo speciﬁcare ﬁn da subito che le componenti della mistura sottoposte ad una fase di
combining sono solamente quelle relative alle sorgenti luminose, e pertanto la parte che identiﬁca
il rumore di fondo, etichettata con Z = 0, non verrà mai presa in considerazione in questa parte
dell'algoritmo, in relazione al fatto che la contaminazione di fondo è un segnale che siamo certi
essere presente, mentre il numero di sorgenti è non noto ed è il parametro che siamo interessati
ad investigare.
Sia quindi (j1, j2) una coppia di sorgenti qualunque: la proposta di eseguire un combining consiste
nell'unire i due gruppi in un unico, detto j∗, per il quale vengono calcolati il peso e i parametri di
posizione come combinazione lineare dei valori provienienti da j1 e j2.
In accordo con quanto deﬁnito in Richardson and Green (1997), possiamo deﬁnire le quantità
(ωj∗ , µj∗x, µj∗y) nel seguente modo:
ωj∗ = ωj1 + ωj2
ωj∗µj∗x = ωj1µj1x + ωj2µj2x
ωj∗µj∗y = ωj1µj1y + ωj2µj2y
(3.20)
La fase di combining è quindi deterministica.
Il passaggio da k a k + 1 è invece noto in letteratura come split move, e consiste nel generare da
una sorgente j∗ una coppia di sorgenti (j1, j2). In questa fase entra in gioco quanto detto prece-
dentemente sulla generazione di un vettore aleatorio u da una densità speciﬁca.
In particolare, il passaggio da k a k+1 comporta necessariamente una trasformazione da (ωj∗ , µj∗x, µj∗y)
a (ωj1 , ωj2 , µj1x, µj2x, µj1y, µj2y). Questa è possibile attraverso una generazione di tre valori u =
(u1, u2, u3), indipendenti e provenienti da una variabile aleatoria con valori fra 0 e 1: la scelta
ricade quindi fra la distribuzione uniforme e la distribuzione Beta.
In questo caso, in accordo con Richardson and Green (1997), è stata usata una Beta(2, 2).
La trasformazione diviene
ωj1 = ωj∗u1, ωj1 = ωj∗(1− u1)
µj1x = µj∗x − u2
√
ωj2
ωj1
µj2x = µj∗x + u2
√
ωj1
ωj2
µj1y = µj∗y − u3
√
ωj2
ωj1
µj2y = µj∗y + u3
√
ωj1
ωj2
,
(3.21)
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Nella fase di split riportata in Richardson and Green (1997) era presente anche un parametro di
scala σ in quanto le distribuzioni utilizzate erano normali. Essendo che in questo caso si fa uso di
una Point Spread Function di King, che è una densità priva del parametro di scala, σ può essere
utilizzato come parametro di controllo dell'algoritmo, per eﬀettuare proposte che siano più o meno
distanti dalla componente madre.
Le ultime quattro equazioni appena descritte divengono della forma:
µj1 = µj∗ − u2σ
√
ωj2
ωj1
. (3.22)
Questa soluzione permette di esplorare più facilmente lo spazio parametrico: un valore di σ alto
permette infatti di proporre sorgenti più distanti fra loro rispetto ad un valore basso; contempo-
raneamente, un valore troppo alto non permetterebbe di individuare quelle sorgenti fra loro molto
vicine o quasi sovrapposte.
La prima proprietà da veriﬁcare dei parametri di posizione proposti è l'adiacenza, ovvero
min(µj1, µj2) ≤ µj∗ ≤ max(µj1, µj2) sia per la longitudine che per la latitudine; in caso contrario,
la proposta k˜ = k + 1 viene immediatamente rigettata.
Rimaniamo ora nella fase di split per deﬁnire la probabilità di accettazione del cambiamento di
dimensione dello spazio, entrando più nel dettaglio delle quantità deﬁnite in formula 3.17:
• pi(., .|x, y) è la distribuzione a posteriori congiunta dei parametri del modello mistura, e verrà
valutata sia in (k,Θk) che in (k
′
,Θk′ ). L'algoritmo deﬁnito in Richardson and Green (1997)
esegue, nella fase di split, un ulteriore passo di Gibbs Sampling per allocare le osservazioni
dalla classe j∗ alle due risultanti (j1, j2): questo passaggio è stato qui evitato per ridurre i
tempi computazionali in accordo con quanto presentato in Wiper et al. (2001), utilizzando
la formulazione 3.4;
• q(k′ → k) è la probabilità di passare dallo stato k+ 1 a k, e varia al variare del metodo con
cui si scelgono le due componenti da unire.
In un problema unidimensionale, si è soliti adottare la soluzione di imporre un ordinamento
alle componenti della mistura; la fase di combining applicata su un modello a k componenti,
ordinate rispetto ad un parametro, prevede la selezione casuale di una su k − 1; la seconda
viene scelta per adiacenza a quella precedente, in accordo con i vincoli di ordinamento
imposti.
Il problema qui aﬀrontato è invece bidimensionale, e non è quindi semplice deﬁnire un
ordinamento fra le componenti del modello.
In Jones et al. (2015), vengono ordinate le sorgenti in base al parametro di longitudine µx,
e si adotta lo schema di selezione appena illustrato.
Proponiamo qui una soluzione intuitiva ma applicabile a qualsiasi problema che riguardi
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un'analisi multidimensionale.
Deﬁniamo una matrice di distanze D delle componenti ﬁno ad ora inviduate, facendo uso
della distanza euclidea. In questo modo, ogni riga della matrice conterrà le distanze fra la
componente relativa a quella riga e tutte le altre.
Viene scelta quindi casualmente una delle k sorgenti con probabilità 1/k, e successivamente
la si unisce alla più vicina in base ai valori riportati nella matrice D.
Selezionando una componente a caso, detta A, si individua la componente B a lei più vicina;
possono veriﬁcarsi allora due diversi scenari:
1. la sorgente B è la più vicina ad A ma A non è la più vicina a B. In questo caso la
probabilità di eﬀettuare questa mossa di combining è pari a 1/k, in quanto, se avessi
scelto B al posto di A, non avrei ottenuto la combinazione A−B;
2. la sorgente B è la più vicina ad A e vale anche il vice versa. La combinazione A − B
non ha più probabilità 1/k, ma 2/k, in quanto è la somma della probabilità di scegliere
B e combinarsi con A e della probabilità di scegliere A e combinarsi con B.
Quanto detto ﬁn'ora può essere riassunto in formule:
P(A↔ B) =

P(A→ B) = 1
k
se arg min ||A, j|| = B
e arg min ||B, j|| 6= A
P(A→ B) + P(B → A) = 2
k
se arg min ||A, j|| = B
e arg min ||B, j|| = A
(3.23)
L'utilizzo di questa variante permette di dare maggior peso a quelle coppie di sorgenti per
cui vale che ognuna delle due è la più vicina all'altra rispetto a tutte le restanti presenti
nella mistura.
Questo risultato è intuitivo e ragionevole: se infatti la componente più vicina ad A è B, ma
la più vicina a B non è A, è meno probabile che A e B vengano combinate rispetto al caso
in cui anche per B vale che la più vicina è A.
In deﬁnitiva, la quantità q(k + 1→ k) è esprimibile come
q(k + 1→ k) =

dk+1
1
k + 1
se arg min ||j1, j|| = j2
e arg min ||j2, j|| = j1
dk+1
2
k + 1
se arg min ||j1, j|| = j2
e arg min ||j2, j|| = j1,
(3.24)
dove j1 e j2 sono le due componenti ﬁglie generate dalla fase di split.
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• q(k → k + 1) è la probabilità di proporre una mossa da k a k + 1, e qp
k→k′
è la densità
congiunta del vettore u. In Wiper et al. (2001) la quantità a denominatore in formula 3.17
non viene scomposta in due blocchi come abbiamo riportato in precedenta, ma viene intesa
come unica e scrivibile come q(k+1,Θk+1|k,Θk) e indica la densità di transizione da (k,Θk)
a (k + 1,Θk+1); si può comunque dimostrare che vale la scomposizione da noi riportata:
q(k + 1,Θk+1|k,Θk) = q(k + 1|k,Θk) q(Θk+1|k,Θk)
= q(k + 1|k) q(Θk+1|k,Θk)
= bk
1
k
p(u1)p(u2)p(u3)
=

1
2
1
k
p(u1)p(u2)p(u3) k > kmin
1
k
p(u1)p(u2)p(u3) k = kmin.
(3.25)
La quantità 1/k è dovuta al fatto che l'operazione di split permette di scegliere casualmente
una delle k componenti ﬁno ad ora deﬁnite a dividerla in due; si tratta quindi di scegliere
una delle sorgenti con probabilità 1/k.
La quantità q(k + 1|k) è la densità della proposta dell'aumento del numero di componenti
(split), mentre q(Θk+1|k,Θk) è la densità di transizione da uno speciﬁco insieme di valori
Θk, in una mistura con k sorgenti luninose, ad uno speciﬁco Θk+1: l'aleatorietà di questa
componente è dovuta quindi al numero di stati di partenza e dal vettore dei valori proposti
u, con densità qp
k→k′
.
• l'ultimo termine in formula 3.17, spesso indicato solamente come J , è il determinante del-
la matrice Jacobiana della trasformazione inversa (k + 1,Θk+1) → (k,Θk). Se infatti la
trasformazione (k,Θk) → (k + 1,Θk+1) necessita della speciﬁcazione di una serie di valori
aggiuntivi, e quindi di una densità precedentemente indicata come qp
k→k′
, la trasformazione
inversa è puramente deterministica, e pertanto necessita della speciﬁcazione di una compo-
nente nota in letteratura come Jacobiano della trasformazione.
La costruzione della matrice Jacobiana e il calcolo del suo determinante sono punti di
rilevante importanza, che verranno trattati nella prossima sezione.
3.3.2 Calcolo dello Jacobiano nella fase di split
Deﬁniamo prima di tutto la matrice Jacobiana della trasformazione inversa: essa è ottenibile
derivando il sistema di equazioni 3.21 rispetto al vettore di parametri (ωj∗ , µj∗x, µj∗y, u1, u2, u3);
nel seguito, richiarameremo per comodità tale vettore come (ωj , µjx, µjy, u1, u2, u3).
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J =

u1 0 0 ωj 0 0
(1− u1) 0 0 −ωj 0 0
0 1 0
u2
2(1− u1)1/2u3/21
−
√
ωj2
ωj1
0
0 1 0
u2
2(1− u1)3/2u1/21
√
ωj1
ωj2
0
0 0 1
u3
2(1− u1)1/2u3/21
0 −
√
ωj2
ωj1
0 0 1
u2
2(1− u1)3/2u3/21
0
√
ωj1
ωj2

(3.26)
Vogliamo ora individuare la soluzione analitica del determinante di questa matrice. L'utilizzo
di una formula chiusa al posto di una funzione che calcola numericamente il determinante permette
di alleggerire i calcoli e diminuire di conseguenza i tempi computazionali. In generale, vale che il
valore del determinante di una matrice quadrata M , scrivibile come
M =
[
A B
C D
]
, (3.27)
può essere calcolato come
det(M) = det(A) det(D − CA−1B), (3.28)
sotto la condizione che A sia invertibile; se osserviamo la sottomatrice di ordine 3 × 3 in alto a
sinistra di J , notiamo che questa condizione non è rispettata a causa di una colonna composta
solamente da 0.
Deﬁniamo allora la matrice J∗ invertendo le colonne 3 e 4 di J , ottenendo
J∗ =

u1 0 ωj 0 0 0
(1− u1) 0 −ωj 0 0 0
0 1
u2
2(1− u1)1/2u3/21
0 −
√
ωj2
ωj1
0
0 1
u2
2(1− u1)3/2u1/21
0
√
ωj1
ωj2
0
0 0
u3
2(1− u1)1/2u3/21
1 0 −
√
ωj2
ωj1
0 0
u2
2(1− u1)3/2u3/21
1 0
√
ωj1
ωj2

. (3.29)
Basterà quindi individuare una soluzione analitica per il determinante di J∗, attraverso la formula
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3.28, per ottenere il valore del determinante di J come
det(J) = −det(J∗). (3.30)
Il determinante della sottomatrice A è molto semplice da calcolare ed è pari a
det

u1 0 ωj
(1− u1) 0 −ωj
0 1
u2
2(1− u1)1/2u3/21
 = ωj . (3.31)
Calcoliamo ora anche la matrice inversa di A:
A−1 =
1
ωj

ωj −ωj 0
−u2(1−u1)1/2
2u
3/2
1
u2
2(1−u1)1/2u1/21
ωj
(1− u1) −u1 0
 =

1 −1 0
−u2(1−u1)1/2
2u
3/2
1 ωj
u2
2(1−u1)1/2u1/21 ωj
1
(1− u1)
ωj
−u1
ωj
0
 . (3.32)
La quantità CA−1B è sicuramente la parte più complessa da calcolare a causa dei prodotti ma-
triciali da eseguire, ma se osserviamo le sottomatrici B e C notiamo che sono composte per la
gran parte dei valori da 0. Possiamo quindi evitare una buona quantità di calcoli valutando quali
saranno le celle della matrice CA−1B con valori non nulli.
CA−1B =
0 · ·0 0 ·
0 0 ·

· · 0· · ·
· · 0

0 0 00 0 0
0 · 0

=
· · ·· · 0
· · 0

0 0 00 0 0
0 · 0

=
0 · 00 0 0
0 0 0
 .
(3.33)
Il risultato di tale operazione sarà una matrice di ordine 3 × 3 con un solo valore diverso da 0;
basta quindi individuare quali valori delle tre martici, moltiplicati, portano ad ottenere l'elemento
in posizione (1, 2) di CA−1B. Nel nostro caso, è molto semplice veriﬁcare che
(CA−1B)[1,2] = C[1,2]A−1[2,3]B[3,2]
= 1 · 1 ·
(
−
√
ωj2
ωj1
)
= −
√
ωj2
ωj1
= −
√
1− u1
u1
.
(3.34)
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Sostituendo anche nella matriceD le quantità ωj1 con u1ωj e ωj2 con (1−u1)ωj , possiamo calcolare
la matrice
D − CA−1B =

0
√
u1
1−u1 +
√
1−u1
u1
0
1 0 −
√
1−u1
u1
1 0
√
u1
1−u1
 (3.35)
il cui determinante è
det(D − CA−1B) = −
(√
u1
1− u1 +
√
1− u1
u1
)(√
u1
1− u1 +
√
1− u1
u1
)
= −
(√
u1
1− u1 +
√
1− u1
u1
)2
= − 1
u1(1− u1) .
(3.36)
Il determinante di J sarà quindi pari al determinante di J∗ cambiato di segno, ovvero
det(J) = −det(A) det(D − CA−1B)
=
ωj
u1(1− u1) .
(3.37)
Abbiamo individuato una soluzione analitica per il determinante della matrice Jacobiana che entra
in gioco nella deﬁnizione di probabilità di accettazione del cambio di spazio.
Nel caso venga considerato in formula 3.21 anche il parametro di regolazione σ precedentemente
discusso, si può dimostrare che il determinante della trasformazione inversa diviene
det(J) =
ωσ2
u1(1− u1) . (3.38)
3.3.3 I processi di nascita e morte: birth and death moves
Le fasi di split e combining descritte ﬁno ad ora permettono di valutare un cambiamento dello
spazio parametrico generando delle nuove sorgenti partendo da quelle già esistenti.
Può capitare però che questa soluzione non sia suﬃciente per esplorare correttamente e comple-
tamente lo spazio parametrico.
Abbiamo già parlato precedentemente dell'importanza del parametro di regolazione σ nella fase
di proposta dei nuovi valori: in particolare, al crescere di σ crescerà la distanza fra le sorgenti
generate e la sorgente di partenza.
L'aumento di dimensione è una procedura atta ad esplorare quelle parti dello spazio parametrico
non ancora valutate, in quanto si fa nascere una nuova componente in grado di adattarsi a quei
punti con maggiore evidenza empirica.
Spesso può capitare però che la componente della mistura selezionata nella fase di split sia già
posizionata in un punto che identiﬁca una sorgente; quando essa viene divisa, le due risultanti
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saranno lontane dalla sorgente luminosa identiﬁcata dalla compontente "madre". La proposta di
apertura dello spazio parametrico verrà quindi riﬁutata, in quanto le due componente "ﬁglie"
vengono allocate in punti con un'evidenza empirica molto minore rispetto a quella di partenza.
Questo tipo di problema è illustrato più chiaramente in ﬁgura 3.3 a sinistra: questi dati sono stati
simulati da una mistura con 12 componenti, ciascuna delle quali rappresentata da una PSF, ed un
rumore di fondo uniforme, dal quale provengono il 30% delle osservazioni. L'algoritmo di stima è
stato avviato prendendo 5 componenti allocate in punti casuali.
La ﬁgura mostra una particolare fase di split proposta a partire da una componente allocata in una
delle 12 sorgenti. Le componenti risultanti vengono proposte in punti molto lontati dalla sorgente
madre; anche se quella rivolta in alto a destra si avvicina ad una zona con un'alta concentrazione
di osservazioni, la componente in basso a sinistra cade in un'area completamente priva di sorgen-
ti. La proposta viene quindi riﬁutata, in quanto il valore della distribuzione a posteriori nelle 9
sorgenti valutate è più basso rispetto a quello ottenuto con le 8 di partenza.
Sembra quindi che l'utilizzo delle sole mosse split e combining non garantisca sempre un'adeguata
esplorazione dello spazio parametrico.
A tal proposito, introduciamo in questa sezione due nuove possibili mosse che l'algoritmo può
eseguire. La prima è nota in letteratura come processo di nascita (birth move), attraverso la quale
è possibile generare una nuova componente senza dover partire da una già esistente; la seconda
invece è nota come processo di morte (death move), che valuta se è possibile ridurre la dimensione
dello spazio parametrico senza combinare due componenti, ma semplicemente eliminandone una.
L'aggiunta di queste due nuove mosse garantisce all'algoritmo una maggiore ﬂessibilità; la nascita
di una nuova componente ora non è più vincolata ad un punto di partenza, in quanto può essere
proposta e valutata indipendentemente da tutte le altre presenti nel modello. Stessa cosa per la
riduzione dello spazio parametrico: la proposta di combining di una coppia di sorgenti, delle quali
una è già centrata in una sorgente luminosa, ha una probabilità molto alta di essere riﬁutata anche
se la seconda non è centrata in un punto casuale, a causa del fatto che il valore della distribuzione
a posteriori nella prima è molto alto. Con la death move, questo problema si risolve, in quanto la
componente di poca rilevanza viene valutata singolarmente senza dipendere dalle altre. Scendiamo
un po' più nel dettaglio a livello matematico.
La proposta di un cambiamento dello spazio parametrico tramite un processo di nascita o morte
viene valutata con la stessa tecnica descritta precedentemente per le fasi di split e combining.
Le probabilità di selezionare una delle due mosse è la stessa riportata in formula 3.19: generalmen-
te si può quindi, ad ogni iterazione dell'algoritmo, scegliere con probabilità 0.5 una nascita o con
probabilità 0.5 una morte. Tali probabilità suggeriscono che in prima analisi può essere valutata
una proposta di split o combining, e separatamente una riduzione o un aumento del numero di
componenti tramite nascita o morte.
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Figura 3.3: A sinistra, proposta di split, successivamente riﬁutata, di una componente della mistura già
centrata nella sorgente (verde); i triangoli in blu indicano le componenti ﬁglie. A destra, nascita
di una nuova sorgente attraverso una birth move; in questo caso, la nuova componente viene
accettata ed aggiunta nel modello, lasciando invariate le altre.
Versioni alterantive dell'algoritmo prevedono invece la valutazione simultanea di tutte e quattro
le fasi: ad ogni iterazione, si sceglie casualmente con probabilità 0.25 una delle quattro mosse e la
si accetta o riﬁuta in base all'evidenza fornita dai dati. Questi sono comunque particolari tecnici
che verranno aﬀrontati più in dettaglio nel prossimo capitolo.
Concentriamoci per ora sulla fase di nascita di una nuova componente, passando da una mistura
con k sorgenti ad una con k + 1.
Sia (µj∗x, µj∗y, ωj∗) il vettore di informazioni relativo alla nuova sorgente, ottenuti generando dalle
distribuzioni a priori dei parametri:
µxj∗ ∼ Unif(−180, 180)
µyj∗ ∼ 0.5[Unif(−90,−10) + Unif(10, 90)]
ωj∗ ∼ Beta(1, k + 1),
(3.39)
dove k+1 è il numero di componenti totale della mistura. La generazione dei parametri di posizione
della nuova sorgente da un'uniforme è in accordo con il concetto di isotropia dello spazio.
Il vettore di probabilità ω ﬁno ad ora identiﬁcato deve essere modiﬁcato in modo tale che la somma
di tutte le componenti, compresa quella aggiuntiva, abbia come risultato 1:
ω
′
j = ωj(1− ωj∗). (3.40)
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E' possibile rifarsi quindi alla formula 3.17 per valutare la nuova proposta dello spazio parametrico,
speciﬁcando le quantità che entrano in gioco:
• q(k + 1→ k) è la probabilità di eseguire una speciﬁca death move nello spazio parametrico
con k+ 1 componenti, ed è pari a dk+1/(k+ 1), dove dk+1 è pari a 0.5 se l'algoritmo valuta
le fasi di split e combining separatamente da quelle di nascita e morte, altrimenti è pari a
0.25 (eccetto i casi in cui lo stato in questione sia una delle due frontiere).
• q(k → k+ 1) è la probabilità di eseguire una fase di birth, ed è pari a 0.5 o 0.25 in base alle
speciﬁche dell'algoritmo.
• qp
k→k′
(u) è la densità congiunta delle distribuzioni che hanno proposto i nuovi valori, ed è
pari al prodotto delle tre sopra riportate.
• Il calcolo dello Jacobiano della trasformazione è molto più semplice in questo caso. In par-
ticolare, l'unica trasformazione dei parametri considerata è quella deﬁnita in formula 3.40,
che è scrivibile come
(ω0, ω1, . . . , ωk)→ (ω′0, ω
′
1, . . . , ω
′
k), (3.41)
e da qui è possibile deﬁnire la matrice Jacobiana tramite le derivate
∂ω
′
j
∂ωj
, che è una matrice
quadrata di dimensione k + 1, della forma
J =

(1− ωj∗) 0 . . . 0
0 (1− ωj∗) . . . 0
...
...
. . .
...
0 . . . 0 (1− ωj∗)
 . (3.42)
Essendo diagonale, il suo determinante è molto semplice da calcolare ed è pari a (1−ωj∗)k+1.
Il processo di morte può essere valutato in modo deterministico partendo dal processo nascita,
esattamente come avveniva con il combining partendo dalla fase di split.
In particolare, la riduzione da k a k − 1 viene vista come la procedura inversa del passaggio da
k−1 a k tramite una birth; scelta casualmente una componente j∗ tra le k disponibili, con vettore
di parametri (µxj∗ , µyj∗ , ωj∗), si può calcolare
A =
pi(k,Θk|x, y)
pi(k − 1,Θk−1|x, y)
dk 1/k
bk−1p(µxj∗ , µyj∗ , ωj∗)
(1− ωj∗)k, (3.43)
che è la probabilità di accettare la nascita di una nuova componente in uno spazio di dimensione
k − 1.
Partendo da questa, è possibile deﬁnire la probabilità di accettazione della morte di una compo-
nente tramite
α = min
{
1,
1
A
}
. (3.44)
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3.4 Riassumendo
In questo capitolo abbiamo presentato un algoritmo in grado di simulare dalla distribuzione a
posteriori dei parametri di un modello mistura, tenendo conto del fatto che il numero di componenti
è ﬁnito e non noto.
Il metodo può essere scomposto in due fasi:
1. nella prima, vengono simulati i valori dei parametri della mistura mantenendo ﬁsso il numero
di componenti, e quindi la dimensione dello spazio parametrico.
Questa fase è comune ai classici metodi Markov Chain Monte Carlo e può essere aﬀrontata
attraverso l'uso di algoritmi quali Gibbs Sampling o Metropolis-Hastings.
La mistura qui utilizzata è formata da k sorgenti, ognuna identiﬁcata da due parametri
relativi alla longitudine e alla latitudine galattica, più un rumore di fondo, con parametro
di dispersione σb; ciascuna componente j ha peso nella mistura ωj .
La simulazione dei valori dalle distribuzioni a posteriori dei parametri è stata eﬀettuata
con l'algoritmo Gibbs Sampling sfruttando la possibilità di individuare una distribuzione
condizionata a forma chiusa; per µjx e µjy è stato però necessario combinare tale metodo
con il Metropolis-Hastings.
2. nella seconda fase, viene proposto un cambiamento dello spazio parametrico attraverso le
fasi di
• apertura (split)
• chiusura (combining)
• nascita (birth)
• morte (death).
La prima e la seconda permettono rispettivamente di dividere una sorgente già individuata
in due nuove e di combinarne due in un'unica; la terza e la quarta si occupano invece di far
nascere nuove componenti in punti casuali dello spazio e di eliminare quelle già esistenti.
Per fare questo, si utilizza una probabilità di accettazione esattamente come nell'algoritmo
di Metropolis-Hastings, speciﬁcando quindi opportunamente le distribuzioni che propongono
i valori.
Nella fase di combining è stato proposto un metodo molto semplice per aggregare due sor-
genti, valido anche per analisi multidimensionali, basato sulla distanza fra i gruppi; abbiamo
inoltre dimostrando come questa tecnica garantisce una maggiore probabilità di combinare
due sorgenti se ciascuna delle due è la più vicina all'altra rispetto a tutte le restanti presenti
nella mistura.
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E' stata inoltre fornita una soluzione analitica per il determinante della matrice Jacobia-
na nelle fasi di split e combining, permettendo di ridurre i tempi computazionali delle
simulazioni.
Nel prossimo capitolo, verrà trattata l'applicazione di tale algoritmo ai dati Fermi LAT e verranno
discussi i risultati ottenuti.
Capitolo 4
Applicazioni
In questo capitolo tratteremo l'applicazione del modello mistura descritto precedentemente su
più insiemi di dati.
In particolare, nella prima parte valuteremo il comportamento dell'algoritmo Reversible Jump
Markov Chain Monte Carlo su dei dati simulati, in modo da comprenderne le capacità e i limiti.
Successivamente, passeremo all'applicazione di tale metodo all'insieme di dati Fermi LAT.
4.1 Simulazioni
In questa prima parte, tratteremo l'applicazione del metodo proposto nel capitolo 3 per sti-
mare una mistura su un insieme di dati simulato.
Una fase come questa è quasi indispensabile per valutare le capacità dell'algoritmo, le sue ponten-
zialità e soprattutto i suoi limiti, e pertanto il modo di procedere più eﬃcace consiste nel simulare
da una mistura con un numero di gruppi a priori già deﬁnito.
La prima simulazione ha dato vita ad un insieme di dati su una mappa quadrata di coordinate
[0, 50]× [0, 50], partendo da una mistura con 12 componenti ed un rumore di fondo uniforme.
In tabella 4.1 sono riportati i valori relativi alla reale posizione delle sorgenti e alla percentuale di
osservazioni provenienti da ciascuna.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
µx 35.91 40.27 31.55 44.64 14.09 5.36 27.18 9.73 18.45 49.00 1.00 22.82
µy 35.91 1.00 14.09 18.45 40.27 9.73 5.36 49.00 22.82 44.64 31.55 27.18
ω 0.05 0.13 0.02 0.08 0.17 0.09 0.03 0.01 0.13 0.09 0.09 0.07
Tabella 4.1: Simulazione 1, posizione relativa alle 12 sorgenti e rispettivo peso nella mistura.
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Figura 4.1: 10000 osservazioni generate da una mistura di 12 componenti ed un rumore di fondo uniforme;
i punti in rosso indicano che tale particella è stata generata da una sorgente.
La funzione di densità relativa alle sorgenti luminose è una Point Spread Function come quella
deﬁnita nel capitolo 1, mentre la contaminazione di fondo, come è già stato detto, è uniforme
sull'intera mappa. Questo è senza dubbio il caso più semplice da trattare, e permette di valutare
se il metodo è eﬃcace per problemi poco complessi.
Dal modello considerato sono state generate 10000 osservazioni; i risultati sono riportati in ﬁgura
4.1, dalla quale si nota chiaramente l'uniformità del rumore di fondo e il segnale proveniente dalle
12 sorgenti.
Come distribuzione a priori per il numero di gruppi è stata utilizzata una Poisson troncata, che ha
permesso di includere informazioni circa il numero minimo e massimo di componenti da valutare,
rispettivamente 5 e 20, oltre che naturalmente alla media, posta pari a 10. L'algoritmo è stato
utilizzato senza sostanziali modiﬁche rispetto a quanto descritto nei capitoli precedenti, a parte
naturalmente per i cambiamenti ovvi, come ad esempio il valore degli iperparametri che indiciz-
zano le distribuzioni delle variabili aleatorie relative alle coordinate delle sorgenti nello spazio;
nonostante un background uniforme, possiamo senza problemi fare uso della distribuzione deﬁnita
in formula 2.13.
Il parametro di regolazione che entra in gioco nell'algoritmo di Metropolis-Hastings, durante la
fase di proposta dei parametri di posizione, è stato ﬁssato a 0.5: la distribuzione che propone
il nuovo valore è quindi una normale centrata nel valore precedente e con varianza 0.52; questo
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Figura 4.2: A sinistra, mappa dei dati simulati e stima delle posizioni delle sorgenti (in rosso); a destra,
distribuzione a posteriori del numero di sorgenti della mistura.
valore può sembrare inizialmente molto basso, ma confrontando le curve di livello della densità
di una PSF con quella di una normale, lo scarto quadratico medio che più porta la gaussiana ad
avere una dispersione simile alla distribuzione di King è 0.25.
Sembra quindi lecito proporre da una distribuzione con scarto quadratico medio pari a 0.5, in
modo tale che il tasso di accettazione sia pari a circa il 50%.
Per quanto riguarda invece le proposte nella fase di split, il parametro σ è stato posto pari a 5. I
valori iniziali delle coordinate galattiche sono stati deﬁniti casualmente estraendo dalle rispettive
distribuzioni a priori; lo stesso vale per i pesi della mistura.
La proposta di un cambiamento nella dimensione dello spazio parametrico avviene una volta ogni
dieci iterazioni.
La numerosità di base è stata ﬁssata al numero massimo di gruppi stimabili, ovvero 20; i risultati
ottenuti dopo 3000 iterazioni sono rappresentati in ﬁgura 4.2.
Il graﬁco a destra mostra chiaramente l'avvenuta convergenza dell'algoritmo: nonostante infatti la
partenza da un valore piuttosto distante, la catena si è spostata in poche iterazioni al vero valore
del numero di sorgenti, e in questo stato è rimasta ﬁno alla conclusione della simulazione.
Il graﬁco a sinistra mostra che le 12 fonti di luminosità sono state individuate correttamente; la
stima delle coordinate è pari alla mediana delle distribuzioni a posteriori.
Avendo stimato un modello mistura con una componente di background non uniforme, sono stati
simulati dei valori anche per il parametro relativo alla variabilità della distribuzione di Laplace.
La distribuzione a posteriori del parametro σb è riportata in ﬁgura 4.3: essendo che l'algoritmo di
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Figura 4.3: Distribuzione a posteriori del parametro di scala σb.
simulazione utilizzato in questa fase è un Gibbs sampling, non è necessario eliminare una grossa
porzione di osservazioni come burn-in, in quanto la simulazione avviene direttamente dalla distri-
buzione full-conditional di σb. La distribuzione a priori per σb è una Gamma Inversa di parametri
α = 44 e β = 2, con un valore atteso pari a circa 0,046. Il valore atteso della distribuzione a
posteriori è anch'esso pari a 0,046: questo risultato è dovuto al fatto che l'algoritmo associa ad
ogni iterazione tutte le osservazioni alle varie sorgenti, non allocando nulla nel background. Questo
conduce la distribuzione a posteriori per σb ad essere pari a quella a priori.
L'algoritmo sembra quindi funzionare perfettamente per casi in cui il rumore di fondo è presente
solo in una piccola percentuale; il passo successivo è quello di alzare il livello di complessità.
A tal proposito, introduciamo un secondo insieme di dati simulati; l'intensità di ogni componente
(determinata dal vettore ω dei pesi), e la posizione delle sorgenti nella mappa sono riportate
in tabella 4.2. La contaminazione di fondo è stata simulata dalla distribuzione 2.13, in accordo
con il concetto di isotropia, in una percentuale pari al 25%, decisamente maggiore rispetto al
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
µx 40.27 35.91 14.09 49.00 9.73 5.36 44.64 1.00 22.82 18.45 27.18 31.55
µy 44.64 40.27 49.00 35.91 31.55 5.36 9.73 14.09 1.00 18.45 22.82 27.18
ω 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06
Tabella 4.2: Simulazione 2, posizione delle 12 sorgenti e rispettivo peso nella mistura.
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Figura 4.4: 10000 osservazioni generate da una mistura di 12 componenti ed un rumore di fondo non
uniforme; i punti in rosso indicano che tale particella è stata generata da una sorgente.
caso precedente; sono state mantenute tuttavia soltanto le osservazioni con latitudine positiva,
in quanto la distribuzione di Laplace è deﬁnita sull'intero asse reale, e pertanto genera valori sia
positivi che negativi. Il modello mistura teorizzato nel capitolo 1 ben si adatta alla modellazione
di questi dati.
Il risultato delle simulazioni è riportato in ﬁgura 4.4.
Il vero valore del parametro di scala della distribuzione di Laplace è pari a 20; nonostante alcune
osservazioni superino il limite di latitudine 50, le distribuzioni a priori per i parametri di posizione
sono le stesse della simulazione precedente. Nel seguito discuteremo su possibili problematiche che
possono insorgere durante l'analisi di un caso come questo, e proporremo alcuni metodi per la
valutazione dei risultati ottenuti.
L'algoritmo è stato avviato da un insieme di punti casuali, considerando un numero di sorgen-
ti base pari a 5; come nella precedente simulazione, la fase di proposta di un cambiamento dello
spazio parametrico avviene una volta ogni dieci iterazioni.
Con le prime 5000 iterazioni vengono rilevate con molta precisione 9 sorgenti su 12, e la catena di
Markov relativa al numero di gruppi k permane nello stato 9 per oltre 280 iterazioni, come confer-
mato in ﬁgura 4.5 a destra. Le mediane a posteriori dei parametri di posizione delle sorgenti sono
rappresentate in rosso nel graﬁco a sinistra e sono posizionate al centro di gruppi di osservazioni
che identiﬁcano la presenza di un segnale.
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Figura 4.5: A sinistra, mappa dei dati simulati e mediane a posteriori delle sorgenti, ottenuta con 5000
iterazioni dell'algoritmo. A destra, catena di Markov relativa al numero di sorgenti luminose
k.
Delle quattro possibili scelte nella seconda fase dell'algoritmo, il processo di nascita è il più rile-
vante in questo caso, poichè permette di esplorare lo spazio proponendo casualmente dei valori;
per identiﬁcare quindi le componenti che non sono state ancora individuate, basta continuare ad
iterare l'algoritmo, in modo tale da poter proporre dei nuovi punti il più vicino possibile alle
sorgenti ancora da identiﬁcare.
Aggiungendo altre 5000 iterazioni a quelle precedenti i risultati cambiano notevolmente: la catena
transita nello stato 12, che è il vero valore del numero di gruppi esistenti, ma continua ad aumen-
tare la dimensione dello spazio parametrico ﬁno ad arrivare a 18. Lo stato più visitato rimane 9, e
il secondo è 13. Concentriamoci per un attimo sulle stime prodotte con 13 gruppi, rappresentate
in ﬁgura 4.6: 11 delle 12 sorgenti vengono identiﬁcate correttamente, e in aggiunta vi sono due
gruppi stimati nel rumore di fondo a bassi valori di latitudine.
ω0 ω1 ω2 ω3 ω4 ω5 ω6 ω7 ω8 ω9 ω10 ω11 ω12 ω13
pesi reali 0.25 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 /
9 gruppi 0.24 0.07 0.08 0.08 0.08 0.14 0.07 0.08 0.08 0.08 / / / /
13 gruppi 0.12 0.07 0.08 0.08 0.08 0.08 0.09 0.08 0.08 0.08 0.08 0.07 0.01 0.01
Tabella 4.3: Tabella relativa alle stime dei pesi delle componenti ottenute dalla stessa catena con
rispettivamente 5000 e 10000 iterazioni, a confronto con i veri valori.
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Figura 4.6: A sinistra, mappa dei dati simulati e mediane a posteriori delle sorgenti, ottenute selezionando
13 classi. A destra, catena di Markov relativa al numero di sorgenti luminose k, con un numero
di iterazioni pari a 10000.
Il fatto che le proposte per il cambiamento della dimensione dello spazio siano state accettate
ﬁno a 18 è una chiara evidenza del fatto che l'algoritmo riesce a captare parte del segnale dovuto
puramente alla struttura aleatoria del rumore di fondo: nei punti identiﬁcati non vi è infatti alcun
processo generatore dei dati, ma ammassi puramente casuali di osservazioni.
Come risultato, possono esserci casi in cui viene proposta ed accetta una nascita in un intorno di
questi addenstamenti di punti.
Le distribuzioni a posteriori del vettore di parametri ω non sono qui riportate, ma non sembrano
mostrare problemi di omogeneità, e lo stesso vale per i parametri di posizione delle sorgenti. La
tabella 4.3 riporta le mediane delle distribuzioni a posteriori dei pesi della mistura, messe a con-
fronto con i veri valori. Nel modello con 9 componenti, la proporzione di osservazioni assegnate al
rumore di fondo sembra coincidere con la soglia stabilita nella simulazione, mentre la percentuale
relativa alle tre classi non stimate viene riallocata negli altri gruppi.
Per quanto riguarda invece i pesi della mistura con 13 componenti, possiamo notare che i due
valori ω12 e ω13 sono molto bassi e corrispondono alle due componenti della mistura che non in-
dividuano sorgenti luminose.
Un risultato come questo è più che ragionevole: se da una parte degli addensamenti casuali di
punti possono condurre l'algoritmo a stimare un gruppo in quella posizione, dall'altra non vi è un
vero e proprio segnale speciﬁco che ha generato quelle osservazioni: il peso nella mistura relativo
a questa falsa sorgente sarà quindi molto basso.
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Figura 4.7: A sinistra, stima non parametrica della densità dei fotoni relativa alle variabili longitudine
e latitudine galattica, con parametro di regolazione h = 1.5 per entrambe le componenti. A
destra, graﬁco a dispersione dei fotoni presenti nell'area cosiderata, rappresentati con diversi
colori in base all'energia emessa.
L'algoritmo proposto sembra quindi essere in grado di identiﬁcare il segnale proveniente dalle
sorgenti luminose sparse nella mappa, ma contemporaneamente la presenza di un rumore di fondo
molto forte conduce il metodo a stimare più gruppi di quanti ve ne siano in realtà.
Le stime a posteriori dei pesi della mistura possono essere un buon inizio per valutare quali siano
i punti che eﬀettivamente rappresentano un segnale e quali invece sono il frutto di addensamenti
casuali di informazioni.
4.2 Analisi dei dati Fermi LAT
Come già anticipa il nome di questo paragrafo, siamo giunti ora all'applicazione del modello
proposto sui dati provenienti dalla componente LAT del telescopio Fermi.
Come è già stato descritto approfonditamente nel capitolo 1, l'insieme di dati analizzato contiene
centinaia di migliaia di fotoni raccolti, per i quali siamo interessati principalmente ad analizzare
le variabili relative alle coordinate galattiche di ciascuno.
La grossa mole di dati di cui siamo a disposizione rende le analisi estremamente lunghe a causa
degli eccessivi tempi computazionali, di cui discuteremo successivamente; riduciamo pertanto la
dimensione dell'insieme di dati disponibile, individuando un sottoinsieme relativo a tutti quei
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fotoni del piano extra-galattico con valore di latudine positivo e con longitudine compresa fra
180◦ e 350◦, oppure, se si considera la variabile riscalata, da −180◦ a −10◦.
In questo modo si ottiene un insieme di dati con una quantità di fotoni minore del 25% di quello
totale; la scelta di porre l'estremo destro a −10◦ consente di tralasciare il residuo di informazione
proveniente dal centro della galassia, sicuramente molto complesso da gestire.
Il risultato è un insieme di dati composto da 20129 particelle; una stima non parametrica della
densità relativa alle variabili di posizione e un graﬁco di dispersione delle osservazioni inerenti a
questa sezione della mappa sono rappresentati in ﬁgura 4.7.
4.2.1 Specificazione del valore degli iperparametri nelle distribuzioni a priori
Le distribuzioni a priori per i parametri del modello sono state deﬁnite nel capitolo 2; resta da
speciﬁcare quali sono i valori assunti dagli iperparametri, in modo tale da fornire al modello una
componente indipendente dai dati, proveniente da fonti esterne.
Il parametro k relativo alla numero di componenti non noto della mistura ha una distribuzione
a priori Poisson troncata, e varia in un intervallo compreso fra 20 e 200; la media invece è stata
posta pari a 54, che è il numero di sorgenti ﬁno ad ora individuato in questa regione di mappa dai
ricercatori del progetto Fermi :
k ∼ Poissont(κ = 54, kmin = 20, kmax = 200). (4.1)
La distribuzione a priori relativa ai pesi della mistura è una Dirichlet con vettore di parametri
tutti uguali. Per garantire un peso a priori uniforme si è scelto, in accordo anche con le assunzioni
poste in Jones et al. (2015), di porre λ = 1, rendendo di fatto la distribuzione a priori della forma
ω ∼ Dirichlet(λ = 1, . . . , λ = 1). (4.2)
Per quanto riguarda i parametri di posizione, si mantiene la distribuzione uniforme, in accordo
con la teoria secondo cui è equiprobabile in qualunque area della mappa individuare una sorgente,
cambiando solamente i valori relativi agli estremi delle coordinate.
µjx ∼ Unif(−180,−10) µjy ∼ Unif(10, 90). (4.3)
Resta da deﬁnire il parametro di scala della componente di fondo σb. Nel capitolo 2 è stata
speciﬁcata per questo parametro una distribuzione Gamma Inversa.
Confrontando graﬁcamente il modello riportato in formula 2.13 con la densità non parametrica
dell'insieme di fotoni globale, è stata impostata una distribuzione a priori per σb del tipo
σb ∼ IGamma(α = 3, β = 44), (4.4)
tale per cui il valore atteso sia pari a 22.
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4.2.2 Specificazione dei parametri di regolazione dell’algoritmo
Come è già stato descritto precedentemente, l'algoritmo di simulazione è costuito da due fasi
principali; nella prima, viene ﬁssata la dimensione dello spazio parametrico e vengono proposti
dei nuovi valori per i parametri.
Per l'aggiornamento dell'allocazione delle osservazioni, dei pesi della mistura e del parametro di
scala del rumore di fondo si fa uso dell'algoritmo Gibbs Sampling, che non necessita di alcun pa-
rametro di regolazione, in quanto ogni valore proposto viene accettato; la stessa cosa non vale
però per i parametri relativi alla posizione delle sorgenti nello spazio, in quanto la distribuzione
condizionata non ha una forma nota, ed è pertanto necessario costruire un algoritmo in grado di
generare valori.
A tal proposito, è possibile applicare un Metropolis-Hastings in cui le proposte vengono generate
da una variabile aleatoria N(µt−1j , s), dove µ
t−1
j è il valore del parametro di interesse individuato
al passo precedente, mentre s è pari a 0.5.
A questo punto, per proporre un nuovo valore, è suﬃciente eseguire una sola iterazione; si può
comunque pensare di eseguirne un numero maggiore, e prendere per esempio l'ultimo valore ge-
nerato. I tempi computazionali non risultano particolarmente inﬂuenzati da questa scelta.
Nella seconda fase dell'algoritmo viene invece proposto un cambiamento per la dimensione dello
spazio parametrico, partendo dai valori dei parametri individuati nella fase precedente. L'unico
parametro di regolazione che qui entra in gioco riguarda la fase di split ed è stato precedentemente
indicato come σ.
Un valore alto di σ porta ad ottenere due componenti ﬁglie lontane fra loro, mentre un valore
basso è utile principalmente per identiﬁcare sorgenti fra loro molto vicine il cui segnale tende a
sovrapporsi. Un valore di σ pari a 5 riesce a soddisfare entrambi i requisiti elencati.
Resta inﬁne da speciﬁcare che le proposte di cambiamento del numero di sorgenti avvengono una
volta ogni dieci iterazioni dell'algoritmo.
Note computazionali
L'implementazione di questo algoritmo ha portato a non pochi problemi numerici. In parti-
colare, durante le proposte relative ai parametri di posizione capitava che i valori assunti dalle
densità condizionate nei valori generati fossero molto piccoli, addirittura di un ordine inferiore a
10−16; questo portava l'algoritmo a bloccarsi, in quanto il linguaggio di programmazione R non
riesce a trattare numeri così piccoli.
La soluzione è stata quella di utilizzare una trasformazione logaritmica sulle quantità che entrano
in gioco dell'algoritmo di Metropolis: in particolare, quanto scritto in formula 3.14 è divenuto,
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sempliﬁcando le quantità q(·|·),
log(α) = min
{
0, log(p(µ˜jx| . . . ))− log(p(µt−1jx | . . . ))
}
. (4.5)
Per poter accettare o riﬁutare la proposta, prima di questa trasformazione bastava generare un
valore u da una distribuzione uniforme e da questo veriﬁcare la condizione u ≤ α; in questo caso,
avendo applicato il logaritmo, sarà necessario valutare la condizione log(u) ≤ log(α).
L'adottare la trasforamzione logaritmica si è rivelata una valida soluzione che ha eliminato tutti i
problemi numerici riscontrati, a causa del fatto che un valore molto prossimo allo 0 viene mappato
sulla parte negativa dell'asse reale in un valore molto più distante da 0, che per R diviene facilmente
trattabile.
4.2.3 Definizione dei valori di partenza, risultati, problematiche
Un algoritmo di simulazione come quello discusso nel capitolo 3 necessita della speciﬁcazione
di punti di partenza; nel nostro caso signiﬁca speciﬁcare una posizione iniziale delle sorgenti e una
dimensione dello spazio parametrico.
Un metodo classico e molto usato consiste del proporre dei valori casuali simulati dalle distri-
buzioni a priori, e da qui avviare la simulazione; in Jones et al. (2015) tutti i fotoni vengono
inizialmente attribuiti al background.
Un raggruppamento iniziale non basato sull'allocazione casuale delle osservazioni e sulla genera-
zione di valori dalle distribuzioni a priori può essere sicuramente un valido approccio alternativo
a quello di scegliere i valori delle componenti in modo casuale, in quanto già prima di avviare la
simulazione viene fornito un raggruppamento dei dati.
Un'operazione di questo tipo può essere svolta attraverso un algoritmo di raggruppamento sem-
plice che sia in grado però di discriminare correttamente i punti inizali. A tal proposito, possiamo
pensare, una volta deﬁnito il numero a priori di componenti k0 da inserire nel modello, di utiliz-
zare l'algoritmo delle K-Medie sull'insieme di variabili (X,Y,E), dove E rappresenta l'energia di
ciascuna particella.
Questo metodo identiﬁca una serie di centroidi nello spazio tridimensionale, uno per ogni gruppo
individuato: da qui è possibile valutare in quale cluster vi sia il minor livello di energia, ed attri-
buire a quello l'etichetta Z = 0 che contraddistingue il rumore di fondo; il resto delle etichette
può essere diviso fra i gruppi in modo casuale.
Questa assunzione è in accordo con quanto riportato in Jones et al.(2015), in cui la distribuzione
dell'energia proveniente dalla contaminazione di fondo è uniforme tra il minimo e il massimo valore
osservato.
Data quindi una numerosità iniziale k0, l'algoritmo delle K-Medie produce come risultato k0 + 1
gruppi C = {C0, . . . , Ck0}, ognuno dei quali è identiﬁcato da un centroide (x∗j , y∗j , e∗j ). I valori
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Figura 4.8: In alto, diagramma relativo agli stati visitati dalla catena avviata da 20 componenti; in basso,
diagramma relativo alla catena avviata da 40.
iniziali della posizione per una generica sorgente j 6= 0 divengono pari a (xj , yj), e la stima iniziale
del peso ωj è pari alla percentuale di oggetti sul totale assegnati in quel gruppo; tale imposizione
può anche essere rilassata considerando come punti di partenza dei pesi dei valori casuali generati
dalla distribuzione di Dirichlet a priori, come qui è stato fatto.
Sono state eseguite diverse simulazioni, partendo da diversi valori iniziali del parametro k e
dei pesi del modello mistura.
I diagrammi a barre rappresentati in ﬁgura 4.8 sono il risultato di due simulazioni, avviate rispet-
tivamente con 20 e 40 componenti di base, dai quali emergono immediatamente diverse proble-
matiche.
Il fatto che in entrambe le catene la dimensione dello spazio parametrico sia aumentata così no-
tevolmente ci porta a comprendere che l'insieme di dati analizzato possiede un'enorme quantità
di segnale, dovuto principalmente al rumore di fondo, parte del quale proveniente dallo spazio
4.2 Analisi dei dati Fermi LAT 62
0 100 200 300
20
40
60
80
σb
Iterations
0 20 40 60 80
0.
00
0.
01
0.
02
0.
03
0.
04
σb
N = 381   Bandwidth = 3.424
Figura 4.9: A destra, densità a posteriori del parametro di scala σb, ottenuta prendendo k = 147. Il graﬁco
a sinistra mostra omogeneità della catena.
galattico, mentre il restante è esteso su tutta l'area relativa allo spazio extra-galattico.
Come è già stato detto precedentemente, il numero di componenti individuate in questa area della
mappa è pari a 54, ed è un valore molto lontano dalla stima ottenuta da queste simulazioni.
Nella seconda fase dell'algoritmo, le proposte accettate sono solamente split e brith-move, a con-
ferma del fatto che i dati continuano a fornire un'informazione tale per cui la procedura riesce
sempre a raggruppare informazioni.
Ci possiamo quindi aspettare che molti dei gruppi individuati non siano in realtà sorgenti, ma veri
e propri addensamenti di particelle, o casuali oppure attribuibili a fenomeni slegati dagli oggetti
di interesse in questa analisi. Il graﬁco 4.9 riporta la stima Monte Carlo della distribuzione a
posteriori di σb ottenuta ﬁssando k = 147 nella simulazione avviata con 20 gruppi di partenza.
Nonostante la scarsa numerosità di iterazioni avvenute in questa fase, la catena è molto omogenea
e non mette in luce alcun tipo di struttura di autocorrelazione.
Il parametro di dispersione relativo alla contaminazione di fondo assume un valore atteso pari a
quello teorico, ovvero 22.
Quanto è accaduto riﬂette la tendenza dell'algoritmo a sovrastimare il numero di gruppi latenti:
la variabilità attribuibile al rumore di fondo viene catturata dal sempre più crescente numero di
componenti inserite del modello, a discapito della componente 0 della mistura, alla quale entro
una certa soglia di k non vengono più assegnate osservazioni: questo comporta che i valori proposti
per σb provengono esclusivamente dalla distribuzione a priori.
La problematica appena descritta era già stata trattata nella fase di studio delle simulazioni con
un rumore di fondo non uniforme (vedasi paragrafo 4.1), nelle quali, all'aumentare del numero di
iterazioni dell'algoritmo, cresceva la probabilità di individuare una sorgente in un punto privo di
una reale fonte di particelle.
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Sempre nello stesso paragrafo avevamo però speciﬁcato un metodo di diagnotica utile per valutare
se un determinato gruppo identiﬁca o no una sorgente luminosa.
Nella prossima sezione, presentiamo un metodo per analizzare i risultati ottenuti dall'algoritmo,
e da questi trarre informazioni circa la natura delle componenti individuate.
4.2.4 Analisi spettrale dell’energia delle componenti e valutazione dei pesi della mistura
Il metodo di simulazione proposto tende quindi a sovrastimare il numero reale di sorgenti
puntiformi di base, rendendo necessario un metodo di diagnostica che permetta, sulla base dei
risultati individuati, di discriminare correttamente la natura di un gruppo identiﬁcato e inserito
nella mistura.
La strada qui proposta si basa su una combinazione di metodi statistici e analisi ﬁsiche dei feno-
meni individuati.
Il modello proposto in Jones et al.(2015) prevede l'utilizzo delle variabili relative alle coordinate
galattiche dei fotoni e all'energia da loro emessa al ﬁne di migliorare la capacità del metodo di
discriminare una sorgente luminosa da un evento generato dal rumore di fondo; quanto fatto in
questa analisi tiene in considerazione soltanto l'informazione spaziale delle particelle, ma nulla
vieta di fare uso della variabile energia nella fase post-analisi, per facilitare l'individuazione di
sorgenti luminose tra i gruppi individuati dall'algoritmo.
Quanto proposto è quindi un'analisi dello spettro delle componenti, ovvero una valutazione dell'in-
tera banda di energia emessa da un gruppo al ﬁne di classiﬁcare la natura dello stesso. L'energia
emessa da ciascuna componente è determinata dalle particelle ad essa attribuite: si può quindi
valutare per ciascuna la distribuzione dell'energia, e da qui classiﬁcare come sorgenti quei gruppi
la cui distribuzione tende ad essere spostata sull'asse reale positivo verso i valori più alti, e come
rumore di fondo quei gruppi la cui energia emessa tende ad assumere valori vicini alla soglia mi-
nima.
Il primo problema da aﬀrontare applicando una procedura di questo tipo riguarda lo scarso nu-
mero di iterazioni che l'algoritmo compie anche nello stato con maggior numero di visite; in tutte
le simulazioni eﬀettuate non si è mai giunti infatti a più di 500 valori generati prima che il metodo
proponesse ed accettasse un aumento della dimensione dello spazio parametrico.
Una soluzione valida può essere quindi basata sull'applicazione della sola prima fase dell'algorit-
mo proposto nel capitolo 3, utilizzando come punto di partenza per la simulazione dei parametri
di interesse l'ultima iterazione identiﬁcata nel Reversible Jump. In questo modo, le componenti
vengono stimate in maniera più precisa, senza preoccuparsi di una possibile variazione nella di-
mensione dello spazio.
Una volta ottenute le distribuzioni dei parametri di interesse, otteniamo una stima a posteriori
per ciascuno facendo uso della mediana; con questi valori viene poi eseguito un ultimo passo di al-
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Figura 4.10: Distribuzione dell'energia nelle 147 componenti individuate. In rosso sono riportati i gruppi
selezionati come possibili sorgenti luminose. Il valore dell'energia è stato troncato a 300 GeV.
locazione delle osservazioni nei gruppi determinati: queste forniranno lo spettro delle componenti.
Questa procedura può essere sintetizzata come segue:
1. viene individuato lo stato k˜ con il maggior numero di visite;
2. si avvia un algoritmo di simulazione senza variazione dello spazio parametrico, utilizzando
come numero di gruppi k˜ e partendo da quanto già stato ottenuto nella fase precedente, per
individuare i valori provenienti dalla distribuzione a posteriori dei parametri. Da qui, si può
4.2 Analisi dei dati Fermi LAT 65
ottenere una stima di ciascun elemento che entra in gioco nella mistura, eliminando i primi
500 valori come burn-in;
3. viene eseguito un passo di riallocazione delle particelle facendo uso delle stime a posteriori
dei parametri individuate nel passo precedente;
4. si analizza la distribuzione degli spettri di ciascun gruppo per valutarne la natura.
In ﬁgura 4.10 vengono riportati gli spettri delle 147 componenti individuate dall'algoritmo.
I diagrammi a scatola utilizzati sono una variante del metodo standard descritta in Hubert et
Vandervieren (2008) per distribuzioni fortemente asimmetriche, da cui emergono chiaramente
delle forti diﬀerenze nella distribuzione di energia fra i gruppi individuati.
In particolare, la formulazione standard delle barre è
[Q1 − 1.5 · SI,Q3 + 1.5 · SI], (4.6)
dove Q1 e Q3 sono rispettivamente il primo e il terzo quartile, mentre SI è lo scarto interquan-
tilico; la quantità 1.5 viene sostituita da una funzione dell'indice di asimmetria che permette di
generalizzare il diagramma a scatola in presenza di una forte asimmetria.
Gli elementi rappresentati in rosso sono stati selezionati sulla base dell'estremo destro del rispet-
tivo graﬁco, e corrispondono a quei gruppi con una maggiore quantità di energia; per ognuno di
questi, il baﬀo destro è maggiore o uguale di 125 GeV. Questo valore è stato qui considerato per
deﬁnire una soglia ed iniziare a discriminare il segnale proveniente dalle varie componenti.
L'analisi ha permesso di selezionare 31 gruppi su 147.
Un altro criterio di selezione è già stato discusso nella seconda parte del paragrafo 4.1 ed è
basato sulla valutazione delle distribuzioni a posteriori dei pesi ω = (ω0, . . . , ωk˜) della mistura.
Abbiamo visto come la presenza di un rumore di fondo diﬀuso sull'insieme di dati possa condurre
l'algoritmo ad individuare diverse componenti dovute ad ammassi casuali di punti e non derivanti
quindi da uno speciﬁco processo generatore di dati. Quando questo accade, le unità statistiche
assegnate a quel gruppo divengono generalmente molto poche, e questo conduce il peso della mi-
stura relativo a quella componente ad assumere valori molto piccoli.
La distribuzione condizionata di ω|Z, k˜ è una Dirichlet a k˜+ 1 componenti, a ciascuna delle quali
viene attribuito un peso λ + nj , dove λ è il valore dell'iperparametro, mentre nj corrisponde al
numero di particelle assegnate a quella classe.
All'aumentare di nj crescerà quindi il valore del peso attribuito alla classe j-esima, mentre una
numerosità molto piccola comporterà una diminuzione. Un criterio di valutazione delle compo-
nenti può quindi basarsi sull'analisi delle distribuzioni a posteriori dei pesi attraverso diagrammi
a scatola.
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Figura 4.11: Graﬁci a scatola relativi alle distribuzioni a posteriori dei pesi della mistura. I gruppi in rosso
sono quelli classiﬁcati come possibili sorgenti luminose.
Le distribuzioni relative ai pesi sono tendenzialmente simmetriche e pertanto i boxplot non neces-
sitano di correzioni come nel caso dell'energia; i graﬁci a scatola sono rappresentati in ﬁgura 4.11,
da cui emergono 35 componenti selezionate. Il criterio di selezione qui utilizzato prevede di consi-
derare come sorgenti quelle componenti con un valore mediano della distribuzione a posteriori del
peso pari o superiore ad un valore soglia, che in accordo con i graﬁci è stato posto pari a 0.01.
Mettiamo ora insieme i risultati ﬁno ad ora ottenuti. La ﬁgura 4.12 mostra a sinistra la map-
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Figura 4.12: A sinistra: in verde sono riportate le sorgenti selezionate tramite l'analisi della distribuzione
dei pesi della mistura, in blu quelle selezionate tramite l'analisi dello spettro e in viola quelle
identiﬁcate da entrambe le procedure. I quadrati in rosso indicano le sorgenti già presenti nel
catalogo. A destra: in rosso sono rappresentate le sorgenti note, mentre in blu le rispettive
stime identiﬁcate dal modello.
pa analizzata, nella quale vengono riportati i gruppi individuati dall'algoritmo e classiﬁcati come
possibili sorgenti luminose. Il graﬁco a destra mostra che 17 delle 54 fonti vengono individuate
dal modello proposto, alcune delle quali sono state identiﬁcate sia dall'analisi delle distribuzioni
a posteriori dei pesi sia dall'analisi degli spettri delle componenti.
Parte degli oggetti classiﬁcati come sorgenti si trovano ad un valore di longitudine tra −40◦ e
−10◦ e di latitudine ﬁno a 50◦: in quest'area è nota la presenza di Bolle Giganti di Raggi Gamma,
Giant Gamma-ray Bubbles.
Le distribuzioni a posteriori dei parametri di posizione delle sorgenti sono riportate in ﬁgura 4.13 e
presentano tutte una forma simmetrica, ad eccezione della componente numero 32. Se si osserva la
mappa a destra in ﬁgura 4.12 si nota chiaramente che la posizione stimata di questa componente,
ottenuta attraverso la mediana a posteriori, non cade perfettamente nel riquadro in rosso, che
identiﬁca una sorgente già nota.
La distribuzione a posteriori sembra quindi segnalare, attraverso la coda sinistra della distribu-
zione, la presenza di un punto con una forte evidenza empirica nelle vicinanze.
La ﬁgura 4.12 mette anche in luce la presenza di sorgenti sovrapposte, ovvero corpi celesti
che sulla mappa appaiono molto vicini fra loro. La capacità dell'algoritmo di identiﬁcare queste
componenti dipende dal valore del parametro σ nella fase di split : l'impostazione di σ = 7 facilita
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Figura 4.13: Distribuzioni a posteriori dei parametri di posizione delle 17 sorgenti che coincidono con i
corpi celesti già catalogati. La componente 32 mostra un'evidente struttura asimmetrica e una
coda sinistra molto pesate; dai risultati noti si evince che tale componente è stata identiﬁcata
in un'area non perfettamente centrata sulla sorgente già catalogata, e la distribuzione a
posteriori della longitudine segnala la presenza di informazione in un'area circostante.
infatti l'esplorazione della mappa in larga scala, ma rende più diﬃcoltoso individuare componenti
sovrapposte.
Una soluzione potrebbe essere quella di avviare l'algoritmo con un valore del parametro di rego-
lazione alto, come qui è stato fatto, e successivamente, dopo un numero consistente di iterazioni,
diminuirlo per facilitare l'identiﬁcazione di sorgenti tra loro molto vicine, per esempio ponendo
σ = 1.
La componente con coordinate galattiche (-170.63◦, 52.72◦) è stata selezionata sia dall'analisi de-
gli spettri che da quella dei pesi, ma non coincide con alcuna sorgente riportata nel catalogo. La
natura di questo oggetto deve essere quindi investigata, a fronte del fatto che i gruppi nell'area
circostante, classiﬁcati come informativi da entrambe le analisi, identiﬁcano eﬀettivamente dei
corpi celesti, oltre al fatto che non siamo in presenza di una forte contaminazione di fondo come
in quelle parti della mappa con valori di longitudine e latitudine prossimi allo 0.
Per concludere, viene riportato anche il graﬁco 4.14 contenente l'intero insieme di gruppi identiﬁ-
cati, da cui emerge che in totale 31 delle 147 componenti stimate dall'algoritmo coincidono con un
corpo celeste già catalogato, anche se soltanto 17 di queste sono state classiﬁcate come possibile
sorgente dalla procedura precedentemente proposta.
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µ1x µ1y µ2x µ2y µ3x µ3y µ7x µ7y µ8x µ8y µ9x µ9y
Q0.5 -54.14 19.56 -104.89 81.61 -19.41 27.62 -66.31 60.72 -139.35 18.60 -18.38 53.63
Q0.75 −Q0.25 0.12 0.13 0.11 0.09 0.08 0.09 0.21 0.19 0.15 0.15 0.08 0.09
HPD 2.5% -54.32 19.38 -105.04 81.48 -19.52 27.50 -66.65 60.44 -139.59 18.39 -18.50 53.50
HPD 97.5% -53.98 19.76 -104.73 81.73 -19.28 27.75 -66.02 61.04 -139.13 18.80 -18.26 53.74
µ10x µ10y µ12x µ12y µ13x µ13y µ21x µ21y µ22x µ22y µ23x µ23y
Q0.5 -134.46 67.50 -12.19 24.15 -163.44 42.91 -169.70 11.12 -158.15 18.10 -38.56 17.27
Q0.75 −Q0.25 0.16 0.15 0.11 0.12 0.14 0.13 0.08 0.08 0.07 0.07 0.04 0.04
HPD 2.5% -134.68 67.27 -12.34 23.99 -163.65 42.72 -169.82 11.00 -158.24 17.99 -38.63 17.21
HPD 97.5% -134.23 67.73 -12.02 24.32 -163.24 43.12 -169.60 11.23 -158.04 18.20 -38.51 17.33
µ26x µ26y µ28x µ28y µ32x µ32y µ39x µ39y µ52x µ52y
Q0.5 -110.46 18.43 -100.67 34.03 -35.58 36.52 -171.25 82.07 -34.33 18.72
Q0.75 −Q0.25 0.13 0.12 0.18 0.22 0.56 0.68 0.08 0.07 0.06 0.06
HPD 2.5% -110.64 18.24 -100.95 33.71 -36.93 35.54 -171.37 81.98 -34.41 18.63
HPD 97.5% -110.28 18.62 -100.41 34.34 -34.86 37.35 -171.15 82.16 -34.24 18.80
Tabella 4.4: Tabella relativa alle 17 componenti individuate che coincidono con le sorgenti già identiﬁcate,
di cui sono riportate. Dalle distribuzioni a posteriori sono state ricavate le seguenti quantità:
il valore della mediana, lo scarto interquantilico e gli estremi sinistro e destro degli intervalli
di credibilità al 95%.
4.3 Discussioni sui risultati ottenuti
Nel seguito, riportiamo una sinstesi dei risultati ottenuti applicando l'algoritmo prima a dei
dati simulati e successivamente all'insieme Fermi LAT.
• La presenza di segnale di fondo in piccole quantità rende l'algoritmo di simulazione proposto
un ottimo strumento per identiﬁcare le sorgenti sulla mappa. Se la struttura dei dati viene
complicata e si aggiunge quindi una contaminazione di fondo non uniforme, il metodo tende
ad stimare un sovrannumero di gruppi rispetto a quanti ve ne siano realmente.
• L'analisi degli spettri di energia delle componenti individuate rappresenta una valida pro-
cedura per identiﬁcarne la vera natura. L'applicazione di tale tecnica ad una simulazione
relativa ai dati Fermi LAT ha permesso di individuare 17 di 54 sorgenti già catalogate, più
una serie di componenti quali per esempio le Giant Gamma-ray Bubbles, già sopra citate.
• In totale, l'algoritmo identiﬁca 31 dei 54 corpi celesti già presenti nel catalogo, ma come è
già stato detto soltanto 17 di questi sono stati classiﬁcati come sorgenti dall'analisi delle di-
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Figura 4.14: Graﬁco relativo alle 147 componenti individuate dall'algoritmo, dal quale emerge che 31 delle
54 sorgenti già catalogate vengono individuate.
stribuzioni a posteriori dei pesi e dalla valutazione degli spettri. Un metodo di classiﬁcazione
più eﬃciente sarà discusso con dei cosmologi o degli astroﬁsici.
Alcuni sviluppi futuri sul modello e sull'algoritmo di simulazione.
• La densità fornita per modellare il rumore di fondo non si è rivelata particolarmente eﬃcace,
a causa soprattutto di un'ingente quantità di fattori che rendono il segnale di background
molto più complesso di quello descritto tramite l'equazione 2.13. Un esempio pratico possono
essere le Giant Gamma-ray Bubbles precedentemente citate: questi ammassi di particelle
racchiusi nell'intervallo di longitudine [−40◦, 40◦] non vengono rintracciati dalla distribuzione
relativa al rumore di fondo, e pertanto l'algoritmo tenderà a classiﬁcare questi oggetti come
sorgenti luminose.
Per la componente LAT esiste un insieme di dati relativo ad una distribuzione empirica del
rumore di fondo: per ogni coppia di coordinate è noto il valore della densità non normalizzata.
4.3 Discussioni sui risultati ottenuti 71
Uno sviluppo futuro potrebbe essere quello di partire da questa distribuzione empirica e
strutturare un modello mistura per ricostruire la distribuzione del segnale di background.
• I parametri relativi alla Point Spread Function di King sono stati impostati sulla base di
quanto proposto in Jones et al. (2015); sarebbe utile ripetere le analisi eﬀettuate variando i
parametri della distribuzione, per veriﬁcare quanto essi incidano eﬀettivamente sui risultati
ottenuti.
• Essendo che il modello associato al background non è abbastanza ﬂessibile, l'algoritmo tende
a stimare più gruppi di quanti ve ne siano realmente; in particolare, ad ogni simulazione
impostata non è detto che il metodo individui sempre le stesse componenti.
La soluzione di avviare la catena da diversi punti di partenza, facendo variare per esempio
anche i valori iniziali relativi ai pesi della mistura, e una volta fatto questo mettere insieme
i risultati ottenuti ed avviare una simulazione sfruttando unicamente la fase 1 del metodo,
tenendo quindi ﬁssa il numero di gruppi nella mistura, non è ottimale. Come è già stato
più volte ribadito, l'aggiunta i componenti nel modello non fa altro che sottrarre sempre più
variabilità al background, che diviene quindi una componente priva di interesse e alla quale
non vengono più allocate unità statistiche.
Il miglioramento dell'algoritmo su questo insieme di dati deve perciò necessariamente partire
da un modello per la contaminazione di fondo più complesso e speciﬁco di quello qui proposto.
• Oltre ad una modiﬁca della distribuzione per il rumore di fondo, una strada per aumentare
le capacità dell'algoritmo di discriminare le informazioni provenienti dalle sorgenti da quelle
generate dalla contaminazione di fondo è quella di includere nel modello anche la variabile
relativa all'energia, strutturando una procedura simile a quella riportata in Jones et al.
(2015). Un'alternativa è quella di valutare la possibilità di inserire anche l'informazione
circa i tempi di osservazione dei singoli eventi.
• Un problema non ancora aﬀrontato e tipico dei modelli mistura bayesiani è il label-switching
e si veriﬁca a causa del fatto che non vi è nulla nella verosimiglianza che permetta di distin-
guere due componenti. Per esempio, un modello mistura con due componenti ω1 = 0.4, θ1 =
0, ω2 = 0.6 e θ2 = 1 è equivalente ad un modello con ω1 = 0.6, θ1 = 1, ω2 = 0.4 e θ2 = 0.
Il risultato sono distribuzioni a posteriori multimodali per i parametri delle componenti.
Spesso questo problema è aﬀrontato imponendo dei vincoli sulle distribuzioni a priori,
ma quando si eﬀettua un'analisi multivariata non è sempre chiaro come adoperare questa
soluzione.
• Quando viene svolta la trasformazione della longitudie da [0◦, 360◦] a [−180◦, 180◦] è possibile
che il segnale proveniente da alcune sorgenti con valore di longitudine iniziale prossimo a
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180◦, e quindi giacenti sulla stessa retta verticale dell'anticentro galattico, venga diviso in due
parti: la prima assumerà un valore intorno a −180◦, mentre la seconda giacerà nell'estremo
opposto della mappa. Se l'algoritmo proposto venisse lanciato su questi dati, i due segnali
verrebbero identiﬁcati come provenienti da due sorgenti diverse.
La stima corretta delle componenti sugli estremi della mappa dovrebbe quindi essere svolta
ritornando alla scala di longitudine iniziale.
Note computazionali
L'utilizzo di un sottoinsieme del campione rilevato può rendere diﬃcoltosa l'individuazione di
sorgenti poco espresse, ma certamente alleggerisce di molto i tempi computazionali.
L'intera procedura è stata implementata attraverso il linguaggio di programmazione R; una simu-
lazione con 10 mila iterazioni impiega circa 20 ore per concludersi.
La procedura più complessa a livello computazionale è senza dubbio l'aggiornamento delle allo-
cazioni dei fotoni nei gruppi, a cui segue la proposta di nuovi valori per i parametri di posizione
delle sorgenti, attuabile attraverso una combinazione degli algoritmi Gibbs Sampling e Metropolis-
Hastings.
La seconda fase dell'algoritmo, in cui viene proposta una variazione dello spazio parametrico, non
richiede sforzi computazionali onerosi, dal momento che è stata fornita anche una soluzione ana-
litica per il determinante della matrice Jacobiana.
4.4 Riassumendo
In questo capitolo è stata trattata l'applicazione del modello mistura teorizzato nel capitolo 2
ad una serie di problemi pratici di diverso ordine di diﬃcoltà, in modo da valutare le potenzialità
e i limiti del metodo proposto.
1. Il primo insieme di dati è stato simulato da una mistura di 12 sorgenti con una contamina-
zione di fondo uniforme. La stima del modello tramite l'algoritmo discusso nel capitolo 3 ha
fornito ottimi risultati.
2. Il secondo insieme di dati è stato generato da una mistura di 12 componenti e un rumore
di fondo non uniforme, in modo tale da valutare l'estensione del metodo a problemi più
complessi rispetto al caso trattato in Jones et al. (2015).
L'algoritmo sembra riportare dei risultati soddisfacenti, identiﬁcando quasi tutte le compo-
nenti che hanno generato i dati, manifestando allo stesso tempo una tendenza a sovrastimare
il numero di gruppi di base.
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L'analisi delle distribuzioni a posteriori dei pesi della mistura si è rivelata essere un ot-
timo strumento di diagnostica per determinare la reale natura delle componenti stimate
dall'algoritmo, specie quando il numero di classi individuate non è eccessivamente alto.
3. L'applicazione del metodo ad un sottoinsieme dei dati Fermi LAT non consente di indivi-
duare con precisione il numero di gruppi più probabile, principalmente a causa del modello
per la contaminazione di fondo, troppo generico per un insieme di dati così complesso.
E' stata comunque proposta una procedura di diagnostica in tre fasi: nella prima, viene
iterato un algoritmo RJMCMC per individuare il numero di componenti da insierire nella
mistura, nella seconda si parte dai valori generati nel passo precedente per consolidare le
simulazioni tramite l'applicazione dell'algoritmo senza però proporre variazioni dello spazio
parametrico, ed inﬁne si procede ad un'analisi congiunta delle distribuzioni a posteriori dei
pesi e degli spettri di energia delle componenti individuate per classiﬁcare la natura delle
stesse.
La terza fase di questo metodo è ancora approssimativa e richiede una più approfondita di-
scussione con gli astroﬁsici, ma ha permesso di individuare correttamente 17 delle 54 sorgenti
già classiﬁcate in quest'area della mappa.
Il metodo proposto sembra quindi essere un valido strumento di analisi non supervisionata
per identiﬁcare la posizione delle sorgenti luminose contenute in una mappa di fotoni gamma, ma
contemporaneamente necessita di essere revisionato più nel dettaglio, aggiungendo per esempio
nel modello l'informazione circa l'energia delle particelle o il tempo di osservazione delle stesse.
Il punto di partenza da cui si può lavorare per migliorarne le capacità di classiﬁcazione riguarda
la deﬁnizione di una densità per la contaminazione di fondo più articolata, in grado di modellare
tutti quei fenomeni che la distribuzione proposta in questo elaborato non è in grado di identiﬁcare.
Capitolo 5
Conclusioni
La rilevazione e lo studio di particelle è il punto di partenza per individuare ed analizzare i
fenomeni che accadono continuamente nell'universo.
In questo elaborato è stato disusso e proposto un modello bayesiano per individuare una serie di
sorgenti gamma alla base di un insieme di fotoni rilevati dalla componente LAT del telescopio
Fermi.
Nel capitolo 2 è stato proposto un modello mistura con un numero ﬁnito di componenti sfruttan-
do le informazioni relative alla posizione dei fotoni nello spazio, ponendo particolare enfasi nella
scelta della distribuzione per la contaminazione di fondo, nella quale sono immerse le sorgenti
luminose. Questa problematica è poco trattata in letteratura, dove spesso si fa uso di assunzioni
semplicistiche quale l'uniformità del segnale di background.
Nel capitolo 3 è stata approfonditamente trattata la costruzione di un metodo di simulazione
Reversible Jump Markov Chain Monte Carlo, proposto in Green (1995) per i modelli mistura
bayesiani quando non viene ﬁssato a priori il numero di componenti.
L'algoritmo, attraverso quattro possibili mosse, è in grado di simulare il valore dei parametri dalle
rispettive distribuzioni a posteriori muovendosi fra diverse dimensioni dello spazio parametrico;
in questo capitolo è stata anche proposta una modiﬁca della fase di combining rispetto a quanto
già presente in letteratura.
Nel capitolo 4 è stato applicato il metodo a due diversi insiemi di dati simulati per veriﬁcarne
l'eﬀettiva capacità di adattamento, per poi passare ad un'analisi dei dati Fermi LAT, dalla quale
emerge una tendenza dell'algoritmo a sovrastimare il numero di gruppi realmente esistenti alla
base della mappa considerata.
Questa tendenza è principalmente dovuta all'enorme quantità di segnale che caratterizza le rile-
vazioni del Fermi ; nonostante ciò, è stata proposta una procedura basata su un'analisi simultanea
degli spettri di energia delle componenti e delle distribuzioni a posteriori dei pesi della mistura
75
per valutare quali dei gruppi identiﬁcati coincidono con una sorgente luminosa.
Da un confronto con il catalogo relativo agli oggetti dalla componente LAT, è stato appurato che
la procedura proposta ha individuato 17 delle 54 sorgenti già note nella porzione di cielo analizza-
ta. E' stata inoltre selezionata dall'analisi congiunta delle energie e dei pesi una componente con
coordinate galattiche (-170.63◦, 52.72◦), non presente nel catalogo, della quale si dovrà veriﬁcare
la natura.
Sviluppi futuri saranno volti ad estendere il modello e il metodo di simulazione proposto all'intera
mappa rilevata dal Fermi LAT, lavorando sia su aspetti teorici che aspetti computazionali.
Dal punto di vista teorico, si potrebbe inoltre pensare di abbandonare la distribuzione simmetrica
di King utilizzata in questo lavoro per adottare una funzione di densità bivariata con un parametro
di asimmetria, al ﬁne di identiﬁcare più agevolmente due sorgenti molto vicine sulle mappa e con
un segnale quasi sovrapposto. Questa variante può essere applicata non solo quando si eﬀettua
un'analisi simultanea dell'intera mappa, ma anche quando si fa uso di altri metodi presenti in
letteratura, come l'approccio pixel-by-pixel.
Appendice
Grafici relativi all’analisi dei dati Fermi LAT
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Figura 5.1: Distribuzioni a posteriori dei parametri di posizione delle prime 18 di 147 componenti. I casi
non riportati seguono la stessa struttura.
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Figura 5.2: Distribuzioni a posteriori dei parametri di posizione delle prime 18 di 147 componenti. I casi
non riportati seguono la stessa struttura.
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Figura 5.3: Struttura di autocorrelazione dei valori dei primmi 18 parametri di posizione simulati dalle
distribuzioni a posteriori.
Codice in linguaggio R
# ---definizione della psf di King
eps <- 0.00574
d0 <- 0.6
eta <- 1.5
psf <- function(data, param){
if(is.null(dim(data))) data <- matrix(data,1,2)
d <- sqrt((data[,1]-param[1])^2+(data[,2]-param[2])^2/(1-eps^2))
1/(2.26*(1+(d/d0)^2)^eta)}
# ---definizione della distribuzione di background
dlaplace <- function(x, mu=0, b)
1/(2*b)*exp(-abs(x)/b)
background.dist <- function(data, param){
if(is.null(dim(data))) data <- matrix(data,1,2)
dunif(data[,1],-180,180)*dlaplace(x = data[,2], b = param)}
# ---definizione dei parametri a priori
lambda <- 1
k.prior <- 54
alpha <- 3; Beta <- 44
# ---distribuzioni a priori
coordinate.a.priori <- c(-180,-10,10,90)
p.mux <- function(mu.x) dunif(mu.x,coordinate.a.priori[1], coordinate.a.priori[2])
p.muy <- function(mu.y) dunif(mu.y,coordinate.a.priori[3], coordinate.a.priori[4])
# ---distribuzioni a posteriori
min.iter <- 10; max.iter <- 200
gruppipriori <- 20
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t.pois <- function(data, lambda)
dpois(x = data, lambda = lambda)*I(data>=min.iter&data<=max.iter)/
(ppois(q = max.iter+1, lambda = lambda)-ppois(q = min.iter-1, lambda = lambda))
mixture <- function(data, mu, pesi, sigma){
k <- length(pesi)-1
b <- pesi[1]*background.dist(data = data, param = sigma)
for(i in 1:k)
b <- b+pesi[i+1]*psf(data = data, param = mu[c(i,(i+k))])
b}
lposterior <- function(data, mu, pesi, sigma){
k <- length(pesi)-1
sum(log(mixture(data = data, mu = mu, pesi = pesi, sigma = sigma)))+
log(ddirichlet(x = pesi, rep(lambda, length(pesi))))+
sum(log(p.mux(mu.x = mu[1:k])))+
sum(log(p.muy(mu.y = mu[(k+1):(2*k)])))+
log(1/dgamma(x = sigma, shape = alpha, rate=1/Beta))+
log(t.pois(data = k, lambda = k.prior))}
# ---definizione delle full conditional e generatori per le full conditional
conditional.mux <- function(param, data, mu.y)
sum(log(psf(data=data, param=c(param, mu.y))))+log(p.mux(mu.x = param))
conditional.mux <- Vectorize(conditional.mux, "param")
conditional.muy <- function(param, data, mu.x)
sum(log(psf(data=data, param=c(mu.x, param))))+log(p.muy(mu.y = param))
conditional.muy <- Vectorize(conditional.muy, "param")
gen.mux <- function(data, mu.y, precedente, b=10, R=5){
x <- numeric(R)
x[1] <- precedente
#curve(log(conditional.mux(param = x, data=data, mu.y = mu.y)),-180,180)
for(i in 2:R){
x[i] <- x[i-1]
xs <- x[i]+rnorm(1,0,b)
#cat("propongo",xs,"\n")
a <- min(0, conditional.mux(param = xs, data = data, mu.y = mu.y)-
conditional.mux(param = x[i], data = data, mu.y = mu.y))
if(log(runif(1))<=a) x[i] <- xs}
x[R]}
gen.muy <- function(data, mu.x, precedente, b=10, R=5){
x <- numeric(R)
x[1] <- precedente
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#curve(log(conditional.muy(param = x, data=data, mu.x = mu.x)),-90,90)
for(i in 2:R){
x[i] <- x[i-1]
xs <- x[i]+rnorm(1,0,b)
a <- min(0, conditional.muy(param = xs, data = data, mu.x = mu.x)-
conditional.muy(param = x[i], data = data, mu.x = mu.x))
if(log(runif(1))<=a) x[i] <- xs}
x[R]}
# ---definizione del dataframe di allocazione
definisci.gruppi <- function(k){
gruppi <- kmeans(dati,k+1, iter.max = 50)
e.gruppi <- sapply(1:(k+1),function(x) mean(energie[gruppi$cluster==x]))
gruppi$cluster[gruppi$cluster==which.min(e.gruppi)] <- 0
gruppi$cluster[gruppi$cluster>which.min(e.gruppi)] <-
gruppi$cluster[gruppi$cluster>which.min(e.gruppi)]-1
gruppi$centers <- gruppi$centers[-which.min(e.gruppi),]
gruppi}
K <- c()
z0 <- definisci.gruppi(k = gruppipriori)
Z <- matrix(z0$cluster, length(z0$cluster),1) # k sorgenti + background
mu.0 <- as.vector(z0$centers)
# variazione fra min.iter e max.iter sorgenti
gen <- list()
for(k in min.iter:max.iter){
z0.k <- definisci.gruppi(k = k)
mu.0k <- as.vector(z0.k$centers)
nuovodataframe <- data.frame(matrix(c(rdirichlet(1, alpha = rep(lambda, k+1)),
mu.0k,33),1,3*k+2))
names(nuovodataframe) <- c(paste("omega",0:k,sep=""), paste("mu.x",1:k,sep=""),
paste("mu.y",1:k,sep=""),"sigma.b")
gen[[k-(min.iter-1)]] <- nuovodataframe}
# ---ALGORITMO, FASE 1
phase1 <- function(k.new, R=5, plotting=F){
g <- gen[[k.new-(min.iter-1)]] # richiamo il dataset sulla base del k corrente
nuovariga <- numeric(3*k.new+2)
# 1. aggiornamento delle allocazioni
pesi.z <- g$omega0[nrow(g)]*background.dist(data = dati, param = g$sigma.b[nrow(g)])
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pesi.z <- cbind(pesi.z,sapply(1:k.new,function(co){
medie.gruppo <- as.vector(
as.matrix(g[nrow(g),c(k.new+1+co,2*k.new+1+co)]))
g[nrow(g),co+1]*psf(data = dati,
param = medie.gruppo)}))
if(plotting==T){
plot(rep(0, length(pesi.z[,1])),pesi.z[,1]/rowSums(pesi.z), col=2,
xlim=c(0,k.new), ylim=c(0,1))
for(i in 2:(k.new+1)) points(rep(i-1, length(pesi.z[,i])),
pesi.z[,i]/rowSums(pesi.z), col=i+2)}
z.new <- apply(pesi.z,1,function(x) sample(0:k.new, size = 1, prob = x/sum(x)))
# 2. aggiornamento dei pesi
n <- sapply(0:k.new, function(x) sum(z.new==x))
nuovariga[1:(k.new+1)] <- omega.new <-
as.vector(rdirichlet(1, lambda+n))
#cat("omega:",omega.new,"\n")
# 3. aggiornamento delle medie
mu.old <- as.vector(as.matrix(g[nrow(g),(k.new+2):(3*k.new+1)]))
mu.new <- numeric(length(as.vector(as.matrix(g[nrow(g),(k.new+2):(3*k.new+1)]))))
for(j in 1:k.new){
datis <- dati[which(z.new==j),]
mu.new[j] <- gen.mux(data = datis, mu.y = mu.old[j+k.new],
precedente = mu.old[j], b = 0.25, R = R)
mu.new[j+k.new] <- gen.muy(data = datis, mu.x = mu.new[j],
precedente = mu.old[j+k.new], b=0.25, R=R)}
nuovariga[(k.new+2):(3*k.new+1)] <- mu.new
# 4. aggiorno sigma.b
nuovariga[3*k.new+2] <- 1/rgamma(n = 1, shape = sum(z.new==0)+alpha,
scale = 1/(sum(abs(dati[which(z.new==0),2]))+Beta))
# inserisco la nuova riga nel dataset
g <- rbind(g,nuovariga)
return(list(g=g, z.new=z.new, k.new=k.new))}
# ---ALGORITMO, FASE 2
salita <- discesa <- nascita <- morte <- 0
phase2 <- function(k.new, s=1, graph=T){
# 1. prelevo le informazioni dalla lista
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riga <- as.vector(t(gen[[k.new-min.iter+1]][nrow(gen[[k.new-min.iter+1]]),]))
w <- riga[1:(k.new+1)]
mux <- riga[(k.new+2):(2*k.new+1)]
muy <- riga[(2*k.new+2):(3*k.new+1)]
sigmab <- riga[length(riga)]
# 2. valuto se split, combining, birth o death
# LEGENDA: 1=split, -1=combining, 2=birth, -2=death
if(k.new==min.iter) action <- sample(1:2,1)
if(k.new==max.iter) action <- sample(c(-1,-2),1)
if(k.new!=min.iter & k.new!=max.iter) action <- sample(c(-1,-2,1,2),1)
#print(action)
# 3. split
if(action==1){
cat("propongo salita\n")
# 3a. scelgo quale aprire
scelta <- sample(1:k.new,1)
w.j <- w[scelta+1]
mux.j <- mux[scelta]
muy.j <- muy[scelta]
# 3b. nuovi valori
u1 <- rbeta(1,2,2)
u2 <- rbeta(1,2,2)
u3 <- rbeta(1,2,2)
w.j1 <- u1*w.j
w.j2 <- (1-u1)*w.j
mux.j1 <- mux.j-s*u2*sqrt(w.j2/w.j1)
mux.j2 <- mux.j+s*u2*sqrt(w.j1/w.j2)
muy.j1 <- muy.j-s*u3*sqrt(w.j2/w.j1)
muy.j2 <- muy.j+s*u3*sqrt(w.j1/w.j2)
if(graph==T){
plot(dati, main=paste("Propongo salita da",k.new,"a",k.new+1))
points(mux, muy, col=2, lwd=2)
points(mux.j1, muy.j1, col=4, lwd=2)
points(mux.j2, muy.j2, col=4, lwd=2)
points(mux.j, muy.j, col=3, lwd=2)}
# tre casi: a. scelta=1, b. scelta<k.max, c. scelta=k.max
83
if(scelta==1){
w.new <- c(w[1:(scelta)],w.j1,w.j2,w[(scelta+2):length(w)])
mux.new <- c(mux.j1,mux.j2,mux[2:length(mux)])
muy.new <- c(muy.j1,mux.j2,muy[2:length(muy)])}
if(scelta<k.new & scelta!=1){
w.new <- c(w[1:(scelta)],w.j1,w.j2,w[(scelta+2):length(w)])
mux.new <- c(mux[1:(scelta-1)],mux.j1,mux.j2,mux[(scelta+1):length(mux)])
muy.new <- c(muy[1:(scelta-1)],muy.j1,muy.j2,muy[(scelta+1):length(muy)])}
if(scelta==k.new){
w.new <- c(w[1:(scelta)],w.j1,w.j2)
mux.new <- c(mux[1:(scelta-1)],mux.j1,mux.j2)
muy.new <- c(muy[1:(scelta-1)],muy.j1,muy.j2)}
# 3c. probabilita’ di accettazione
d <- dist(cbind(mux.new, muy.new))
J <- w.j/(u1*(1-u1))*s^2
num <- 1/4*1/(k.new+1)
if(which.min(d[scelta,-scelta])==scelta & which.min(d[scelta+1,-(scelta+1)])==scelta)
num <- 1/4*2/(k.new+1)
if(k.new+1==max.iter) num <- 1/2*1/(k.new+1)
den <- 1/4*1/(k.new)*(dbeta(u1,2,2)*dbeta(u2,2,2)*dbeta(u3,2,2))
if(k.new==min.iter) den <- 1/2*1/(k.new)*(dbeta(u1,2,2)*dbeta(u2,2,2)*dbeta(u3,2,2))
A <- lposterior(data = dati, mu = c(mux.new, muy.new), pesi = w.new, sigma = sigmab)-
lposterior(data = dati, mu = c(mux, muy), pesi = w, sigma = sigmab)+log(num)-
log(den)+log(J)
a <- min(0,A)
if(log(runif(1))<=a){
cat("accetto salita a",k.new+1,"\n")
salita <- salita+1
nuovovettore <- c(w.new, c(mux.new, muy.new), sigmab)
k.out <- k.new+1}
else{
nuovovettore <- riga
k.out <- k.new}
lista.uscita <- list(k=k.out, new=nuovovettore)
return(lista.uscita)}
# 4. combining
if(action==(-1)){
cat("propongo discesa\n")
# 4a. scelgo quale chiudere e valuto la sorgente a lei piu’ vicina
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scelta <- sample(1:(k.new),1)
d <- as.matrix(dist(cbind(mux,muy)))
daunire <- which.min(as.vector(d[scelta,-scelta]))
if(daunire>=scelta) daunire <- daunire+1
w.j1 <- w[scelta+1]
w.j2 <- w[daunire+1]
mux.j1 <- mux[scelta]
mux.j2 <- mux[daunire]
muy.j1 <- muy[scelta]
muy.j2 <- muy[daunire]
# 4b. definisco i nuovi valori
u1 <- u2 <- u3 <- 0.5
w.j <- w.j1+w.j2
mux.j <- w.j1/w.j*mux.j1+w.j2/w.j*mux.j2
muy.j <- w.j1/w.j*muy.j1+w.j2/w.j*muy.j2
if(graph==T){
plot(dati, main=paste("Propongo discesa da",k.new,"a",k.new-1))
points(mux, muy, col=2, lwd=2)
points(mux.j1, muy.j1, col=3, lwd=2)
points(mux.j2, muy.j2, col=3, lwd=2)
points(mux.j, muy.j, col=4, lwd=2)}
# devo sostituire allo scelto la sorgente ottenuta dal combining, e inoltre
# eliminare la seconda selezionata
w.new <- w
w.new[scelta+1] <- w.j
w.new <- w.new[-(daunire+1)]
mux.new <- mux
mux.new[scelta] <- mux.j
mux.new <- mux.new[-daunire]
muy.new <- muy
muy.new[scelta] <- muy.j
muy.new <- muy.new[-daunire]
# 4c. calcolo della probabilita’ di accettazione
J <- w.j/(u1*(1-u1))*s^2
num <- 1/4*1/(k.new)
if(k.new==max.iter) num <- 1/2*1/(k.new)
den <- 1/4*1/(k.new-1)*(dbeta(u1,2,2)*dbeta(u2,2,2)*dbeta(u3,2,2))
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if(k.new-1==min.iter) den <- 1/2*1/(k.new-1)*(dbeta(u1,2,2)*dbeta(u2,2,2)*dbeta(u3,2,2))
A <- lposterior(data = dati, mu = c(mux, muy), pesi = w, sigma = sigmab)-
lposterior(data = dati, mu = c(mux.new, muy.new), pesi = w.new, sigma = sigmab)+
log(num)-log(den)+log(J)
#print(-A)
a <- min(0,-A)
if(log(runif(1))<=a){
cat("accetto discesa a",k.new-1,"\n")
discesa <- discesa+1
nuovovettore <- c(w.new, c(mux.new, muy.new), sigmab)
k.out <- k.new-1}
else{
nuovovettore <- riga
k.out <- k.new}
lista.uscita <- list(k=k.out, new=nuovovettore)
return(lista.uscita)}
# 5. birth
if(action==2){
cat("Propongo nascita\n")
# 5a. definisco la nuova nascita
mux.j <- runif(1,coordinate.a.priori[1],coordinate.a.priori[2])
muy.j <- runif(1,coordinate.a.priori[3],coordinate.a.priori[4])
w.j <- rbeta(1,1,k.new+1)
# 5b. definisco i nuovi vettori, riscalando i pesi precedenti
w.new <- sapply(w, function(x) x*(1-w.j))
w.new <- c(w.new,w.j)
mux.new <- c(mux, mux.j)
muy.new <- c(muy, muy.j)
if(graph==T){
plot(dati, main=paste("Propongo nascita da",k.new,"a",k.new+1))
points(mux,muy, col=2, lwd=2)
points(mux.j, muy.j, col=4, lwd=2)}
# 5c. definisco le probabilita’ di accettazione
J <- (1-w.j)^(k.new+1)
num <- 1/4*1/(k.new+1)
den <- 1/4*dunif(mux.j,coordinate.a.priori[1],coordinate.a.priori[2])*
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dunif(muy.j,coordinate.a.priori[3],coordinate.a.priori[4])*dbeta(w.j,1,k.new+1)
A <- lposterior(data = dati, mu = c(mux.new, muy.new), pesi = w.new, sigma = sigmab)-
lposterior(data = dati, mu = c(mux, muy), pesi = w, sigma = sigmab)+log(num)-
log(den)+log(J)
a <- min(0,A)
if(log(runif(1))<=a){
cat("accetto nascita a",k.new+1,"\n")
nascita <- nascita+1
nuovovettore <- c(w.new, c(mux.new, muy.new), sigmab)
k.out <- k.new+1}
else{
nuovovettore <- riga
k.out <- k.new}
lista.uscita <- list(k=k.out, new=nuovovettore)
return(lista.uscita)}
# 6. death
if(action==-2){
cat("Propongo morte\n")
# 6a. scelgo quale far morire
scelta <- sample(1:(k.new),1)
# 6b. definisco i nuovi valori
mux.j <- runif(1,coordinate.a.priori[1],coordinate.a.priori[2])
muy.j <- runif(1,coordinate.a.priori[3],coordinate.a.priori[4])
w.j <- rbeta(1,1,k.new+1)
mux.new <- mux[-scelta]
muy.new <- muy[-scelta]
w.new <- w[-(scelta+1)]/(1-w[scelta+1]) # trasformazione inversa per somma a 1
if(graph==T){
plot(dati, main=paste("Propongo morte da",k.new,"a",k.new-1))
points(mux,muy, col=2, lwd=2)
points(mux[scelta], muy[scelta], col=4, lwd=2, pch=4)}
# 6c. probabilita’ di accettazione
J <- (1-w.j)^(k.new)
num <- 1/4*1/(k.new)
den <- 1/4*dunif(mux.j,coordinate.a.priori[1],coordinate.a.priori[2])*dunif(muy.j,coordinate.a.
priori[3],coordinate.a.priori[4])*dbeta(w.j,1,k.new)
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if(k.new==min.iter) den <- 1/2*dunif(mux.j,coordinate.a.priori[1],coordinate.a.priori[2])*dunif(
muy.j,coordinate.a.priori[3],coordinate.a.priori[4])*dbeta(w.j,1,k.new)
A <- lposterior(data = dati, mu = c(mux, muy), pesi = w, sigma = sigmab)-
lposterior(data = dati, mu = c(mux.new, muy.new), pesi = w.new, sigma = sigmab)+
log(num)-log(den)+log(J)
a <- min(0,-A)
if(log(runif(1))<=a){
cat("accetto morte a",k.new-1,"\n")
morte <- morte+1
nuovovettore <- c(w.new, c(mux.new, muy.new), sigmab)
k.out <- k.new-1}
else{
nuovovettore <- riga
k.out <- k.new}
lista.uscita <- list(k=k.out, new=nuovovettore)
return(lista.uscita)}
}
# ---Fase di simulazione
ngiri <- 10^4
quante <- gruppipriori
K <- c(K, quante)
for(p in 1:(ngiri)){
if(p%%10==0) cat("Ne mancano",ngiri-p,"\n")
if(p%%100==0) barplot(table(K))
risultati <- phase1(k.new = quante, R = 2)
gen[[risultati$k.new-min.iter+1]] <- risultati$g
Z <- cbind(Z, risultati$z.new)
if(p%%5==0){
fase2 <- phase2(k.new = risultati$k.new, s = 7, graph = F)
quante <- fase2$k
K <- c(K, fase2$k)
gen[[fase2$k-min.iter+1]] <-
rbind(gen[[fase2$k-min.iter+1]],fase2$new)}}
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